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Sur les elements finis rationnels de Wachspress

D. Apprato, R. Arcangeli et J.L. Gout

Faculté des Sciences Exactes, Département de Mathématique, Avenue Philippon, F-64000 Pau,
France

On Wachspress’ Rational Finite Elements

Summary. This paper is devoted to the study of Wachspress’s rational finite
elements (cf. [15]) over a quadrilateral.

After studying construction and properties of these finite elements, we get
an estimate of the corresponding interpolation error.

Subject classifications: AMS(MOS): 65D05, 65N30, 41A20, CR: 5.17.

Résumé. Ce travail est consacré a I'étude d’¢léments finis rationnels de
Wachspress (cf. [15]) sur un quadrilatére.

Apres avoir étudié la construction et les propriétés de ces éléments finis,
on obtient une évaluation de l'erreur d’interpolation correspondante.

1. Introduction — Notations

Lintroduction des éléments finis de Wachspress (cf. [12-15]) souléve plusieurs
problémes nouveaux, résultant autant de la géométrie des éléments que de la
nature des fonctions de base, les deux aspects étant évidemment intimement liés
dans la théorie de Wachspress: les éléments peuvent étre des quadrilatéres, des
¢léments courbes convenables, mais jamais des triangles ou des
parallélogrammes; quant aux fonctions de base, ce sont toujours des fonctions
rationnelles, et non des polyndmes, d’ou la terminologie d’ «éléments finis
rationnels» que nous avons adoptée.

Nous abordons ici le probléme de I'estimation de l'erreur d’interpolation
correspondant 4 ces €léments finis. En fait nous limitons notre étude au cas de
trois d’entre eux, construits sur un quadrilatére convexe non dégénéré en trapéze
Ou en parallélogramme, que nous avons appelés «€léments finis rationnels de
Serendip» du fait de I'analogie étroite existant entre ces éléments et les éléments
finis polynomiaux de Serendip usuels (cf. [17]): les deux premiers sont dds a
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Wachspress, le troisiéme a été construit par nous en suivant ses idées. Le cas de
certains éléments courbes est envisagé dans [1].

La méthode que nous avons suivie est essentiellement basée sur un résultat
de [2]. Précisons que la théorie de Ciarlet-Raviart (cf. [6, 7]) ne s’applique pas
ici, car les éléments finis rationnels de Wachspress ne constituent pas des
«familles affines» ou des «familles isoparamétriques» (au sens de Ciarlet [5]).
Signalons également le réle important joué par une inégalité inverse diie a
Wilhelmsen [16]. Mais 'aspect le plus surprenant de notre étude réside dans la
constatation suivante: les résultats que nous avons obtenus sont fondamentale-
ment conditionnés par le fait que les espaces vectoriels engendrés par les
fonctions de base des €¢léments finis rationnels considérés sont en fait des sur-
espaces de fonctions polyndomes. D’ailleurs les ordres asymptotiques des estima-
tions de 'erreur d’interpolation obtenues dans le cas des éléments finis ration-
nels de Serendip sont exactement les mémes que dans le cas d’éléments finis
usuels de méme «degré» (voir plus loin la définition de cette notion).

1.1. Rappels

Soient Q un ouvert borné non vide de R?, de frontiére I', et p un nombre tel que
1Sp=s+ .

Pour tout melN on désigne par W™P?(Q) I'espace de Sobolev des (classes de)
fonctions v qui appartiennent a I?(Q) ainsi que toutes leurs dérivées partielles

aauz——x— avec oc=(oc1,oc2)€1N2, lof =0y 4015,
2

d’ordre |o| <m, muni de la norme

[0llmpe=C ¥ [l0*v(x)I?dx)'".

0sjalsm®
On utilisera également les semi-normes

12];, 5, 0=( Y flo*v(x)Pdx)'?,  1=0,1,...,m

laj=1a

et
C [ol,e=(f ID'00)IPdx)'?,  1=0,1,...,m
(9]

lorsque p< + o0, avec la modification habituelle lorsque p= + co. (Pour tout
ve W"' P(Q), pour tout [=0,1,...,m et pour presque tout xeQ on note D'v(x) la
™ dérivée de v au point x avec par convention D'u(x) pour [=0.)

Pour tout compact K de IR? on notera W™?(K) au lieu de W™?(K) et on
ecrira [vll,, , x> [Vl 5, x €t [V],, p,x @u lieu de [v],, , g, [V];, 2 €t [V]; , &

Enfin, pour tout entier k=0 et pour tout sous- -ensemble non vide 4 de R%,
on désigne par B,(A) l'espace vectoriel des restrictions & A des (fonctions) poly-
ndmes & deux variables de degré <k par rapport a 'ensemble des deux variables.
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1.2. Notations

Dans tout ce qui suit, les éléments finis étudiés sont construits & partir d’un
quadrilatére K convexe, fermé de R?, non dégénéré en trapéze ou en
parallélogramme, de sommets q;, iel =Z/4Z, numérotés de telle maniére que les
sommets a; et a;,, soient consécutifs et que a, soit le sommet de K le plus
¢loigné de la diagonale extérieure d du quadrilatére K.

On note hy (respectivement py) le diamétre de K (respectivement le maxi-
mum des diamétres des cercles contenus dans K), IR? étant muni de la distance
euclidienne 9.

Pour tout iel, on désigne par d; la droite passant par les points a;_; et a; et
par [; un élément de P,(R?) tel que /;(x)=0 soit une équation de d,. On note «, le
point d’intersection de diagonales intérieures de K, o, (respectivement o) le
point d’intersection des droites d, et d, (respectivement d, et d,).

Enfin on désigne par | un élément de P,(R?) tel que I(x)=0 soit une équation
de d et, pour tout xe R?, on note J(x, d) la distance euclidienne de x a la droite d.

Drautre part, soient 2 un ouvert polygonal borné de IR?, # un ensemble de
réels strictement positifs et {7,},., une famille de triangulations de Q par des
quadrilatéres K, non dégénérés en trapézes ou en parallélogrammes, de diamétre
<h. Dans les paragraphes suivants, on utilisera les hypothéses

v>0, Vhes#, VKed,, infd(x,d)=vhg (1-1)

xeK

(non dégénérescence en triangles) et

h
36>0, Vhe#, VKed, p—Kéa (1-2)
K

(famille réguliére de triangulations au sens de Ciarlet-Raviart [6]).
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1.3. Eléments finis

Soit (K, P, Z¢) un élément fini (au sens de Ciarlet [5]). On note {a; } (respecti-
vement {w; ,}) 'ensemble des noeuds (respectivement des fonctions de base) de
I'¢lément fini.

On convient de dire que (K, Py, Xy) est de degré k (cf. Wachspress [15]) si
I'espace d’interpolation Py vérifie

PoR(K) et PyPE, (K. (1-3)

Pour la définition des ¢léments finis polynomiaux «de Serendip» on renvoie a
Zienkiewicz [17].

Pour la notion de classe C° d’un élément fini et pour toute autre définition
concernant les éléments finis on renvoie a Ciarlet [5], Raviart [9].

Dans toute la suite lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, on écrira
(K,P,%) au lieu de (K,Pg,2) et on notera a; au lieu de g; x les noeuds de
I’élément fini et w; au lieu de w; x les fonctions de base correspondantes.

2. Eléments finis rationnels de serendip de degrés 1 et 2

Dans tout ce paragraphe K est un quadrilatére convexe, fermé, de IR2.

2.1. Elément fini rationnel de Serendip de degré 1 (cf. Wachspress [15])

Lorsque K est un quadrilatére non dégénéré en trapéze ou en parallélogramme
on définit P comme I'espace vectoriel engendré par les fonctions w;, iel, définies
pour tout xeK, par:

l(a;) Ly ()1, 5(x)

R PR YA PS ST R

21

et
Z={vuv(a),iel}. (2-2)

Lorsque K est un trapéze on prend pour ! un élément de P,(IR?) tel que I(x)=0
soit une équation de la droite menée parallélement aux deux cotés paralleles par
le point de rencontre des cotés non paralléles.

Lorsque K est un parallélogramme, on convient de prendre, dans (2-1), I(x)
=1 pour tout xeK.

On vérifie que les w;, iel, sont les fonctions de base de P relativement a 2,
donc que le triplet (K, P, X) défini par (2-1) et (2-2) est un élément fini (au sens de
Ciarlet [5]).

Théoréme 2-1. Lélément fini (K, P, X) défini par (2-1) et (2-2) est de degré 1.
Démonstration. Cf. Wachspress [15]. [
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L’¢lément fini (K, P, Z) défini par (2-1) et (2-2) est appelé élément fini rationnel

de Serendip de degré 1. []

Proposition 2-1. Lélément fini rationnel de Serendip de degré 1 est de classe C°.

Démonstration. La propriété résulte du fait que les restrictions a chaque coté K’
de K des fonctions de base w; appartiennent a P,(K’) (propriété des faisceaux de
droites). [

2.2. Elément fini rationnel de Serendip de degré 2 (cf. Wachspress [15])

Pour tout iel on note a;_, ; le milieu du coté d’extrémités a;_, et a;et [;_, ;.4
un polynéme de P,(R?) tel que I;_, ;,,,(x)=0 représente une équation de la

i €L a4y

droite joignant les points a

i—1,i

Lorsque K est un quadrilatére non dégénéré en trapéze ou en
parallélogramme on définit P comme l'espace vectoriel engendré par les fonc-
tions w; et w;_ ,(iel) définies, pour tout xeK, par

_ l(a;) iy (X) iy 5(x) ] 1iir1(X)
Wi(X)—le(ai) AT Lii+1(@) I(x) (2-3)
We . = l(a; 1) by 1) ]y (x) 14 5(%)
b li+1(ai‘1,i)li+2(ai‘l,i)li+3(ai_1.i) I(x) ’
et
= IEUI {v—u(a), v—ola;_y )} (2-4)

Lorsque K est un trapéze ou un parallélogramme on procéde comme dans le
paragraphe 2.1.

On vérifie que les w; et w,_,,, i€l, sont les fonctions de base de P
relativement 4 X, donc que le triplet (K,P,X) défini par (2-3) et (2-4) est un
¢lément fini.
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Théoréme 2. Lélément fini (K, P, X) défini par (2-3) et (2-4) est de degré 2.
Démonstration (cf. Wachspress [15]). [

L’¢lément fini (K, P, X) défini par (2-3) et (2-4) est appelé élément fini rationnel
de Serendip de degré 2. []

Proposition 2-2. Lélément fini rationnel de Serendip de degré 2 est de classe C°.

Démonstration. La propriété résulte du fait que les restrictions a chaque coté de
K des fonctions de base w; et w;,_, (iel) définies dans (2-3) appartiennent a
P,(K") (propriété des faisceaux de droites). []

Remarque 2-1. Pour construire des éléments finis de degré strictement supérieur
a 2, Wachspress suggeére (cf. [15]) lutilisation de noeuds d’interpolation
intérieurs. Effectivement l'introduction de noeuds intérieurs est indispendable a
partir du degré 4.

Mais, dans le cas du degré 3, il n’en est rien: nous allons construire un
¢lément fini de degré 3 sans noeud intérieur, en utilisant une transformation
géométrique qui fait correspondre un quadrilatére convexe a un carré et qui n’est
pas de type «polynomial par composantes».

3. Transformation de Coxeter-Wachspress

3.1. Définition (cf. Wachspress [15]).

4

Soit K un quadrilatére comvexe non vide de IR? non dégénéré en trapéze ou
parallélogramme défini comme dans le paragraphe 1.2. Soit K le carré de R? de
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sommets d, =(—1,1), d,=(—1, — 1), d;=(1, — 1) et d,=(1, 1). On note d,, i€l la
droite passant par les sommets d;_, et d;.

A tout point xeK de coordonnées cartésiennes (x,,x,) on fait correspondre
le triplet (k,m,n) représentant les coordonnées barycentriques de x par rapport
aux trois points a,, o, et a; de K. Ensuite au triplet (k, m,n) on associe le triplet
(p,q,r) représentant les coordonnées projectives du vecteur (k,m,n) par rapport
au repére projectif (a,,a,, 5, a,), ou, rappelons-le, a, est le point de K le plus
¢éloigné de d, et 'on a:

(kyp,myq,nyr)=(k,m,n),

(k4,m4,n,) désignant les coordonnés barycentriques de a, par rapport a o, o, et
Os.
Enfin, an triplet (p,q,r) on associe le triplet (1,x,,X,) en prenant p=1. On
vérifie alors que l'application qui & x=(x,,x,) associe X=(X,,X,) est une
bijection de K sur K; on note Fy sa bijection réciproque de K sur K. Si(x,, x,)
=Fy(x,,X,), on a

oy, katay, ,me X tay 3n, X,
1 A A
S(XI,XZ) (3_1)
x _“2,1k4+°‘2,zm4£1+°‘2,3"4’€2
2= A A
S(xpxz)
ou o =(ary ;,, ;) pour i=1,2,3 et ou
S(Xy,X,)=ky+m, X, +n,%,. (3-2)

3.2. Propriétés

Utilisant les notations du paragraphe 3.1., il vient la

Propesition 3-1. Lapplication Fy définie par (3-1) et (3-2) vérifie les propriétés

Suivantes:

= F(0)=q,,

— VieE, Fy(d)=a,,

— Limage par Fy d’une droite distincte de la droite d’équation s(x)=0
(privée éventuellement de son intersection avec cette droite) est une (3-3)
droite (privée éventuellement de son intersection avec la droite d ).

Fy conserve le birapport de quatre points alignés.
2 o
— Fx est un C™-difféomorphisme de K sur K.

Démonstration. Ces propriétés se déduisent des formules (3-1) et (3-2) et du fait
que Fy est une «homographie». [J

Proposition 3-2. s étant défini par (3-2), on a

ky>1, m,<0 et n,<O0,
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et

VXek, s(£)=ll((a—x4)), avec x=F(%), et s(x)=1. (3-4)

Démonstration. On vérifié géométriquement que

k,>1, my,<0 et n,<O0.
D’autre part, pour tout x=(x,,x,)eK on peut prendre

10y, X5) =X (05, 3= 0y 2) =X5(0y, 3 =0y p) =0y 2 05 3+ 0, %y 3.
On déduit alors de (3-1) que

! kgloy (g 3=y o) =0 4 (0 3 =0y 5) =0y 50y 3F 0, 50y 5]
(xl’x2)_ S(.X)E _f )
1572

— kyl(oy)

s(X;,%,)

Or, puisque k,+m,+n,=1,
kyl(oy)=1(ay),
ce qui entraine

s(X) =@

I(x)
et donc, vu I'hypothése sur a,, que s(X)=1 sur K. [J

Proposition 3-3. Pour tout keN,

{6: K >R, IveP(K),i=voFy} ={5: K - R, 3peP(K), a=:ik}

et

" P
{v: K >R,3deP(K),v=>00Fg '} ={u: K —»]R,BpePk(K),v=ﬁ} (3-5)

oii Fy, s et 1 sont mis pour Fyg, slg et lg.

Démonstration. 11 est clair que I'on a les deux inclusions suivantes

{6: K >R, JveP(K),f =vo Fy} c{ﬁ: K - R,3peP(K), ,3=£k}

{v:K —->]R,313€Pk(l€),v=quK‘1}c{v: K —»]R,EjpePk(K),u=l£k ,

. 1 , .
et compte tenu du fait que 3° Fg'=Cte x|, le résultat suit. []
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Des formules (3-1) on déduit la valeur du Jacobien de Fy en un point % de K,
noté J(x):

.. 2(aire du trianglea, o, o03) k, myn
Je(®)= gleo, a, d3)Kamyny

s3(x'*) (3'6)
Il résulte de (3-4) que J(X) est >0 pour tout xeK. [J
On suppose maintenant que K est un élément de J,, he ;.
Proposition 3-4. Sous 'hypothése (1-1), on a, pour tout XK,
supli)l
)< —— <1+ -
s()= inf |I(x)] = +v (3-7)
xeK
et
mes K 1 . _mesK 1\?
1 '_‘?éjx(x)§ 4 (1 +;) . (3-8)
(1)
v

Démonstration. D’aprés (3-4) on a

sup [[(x)|

. R o(ay,d)
v K < xeK — 4 .
Xk, s = o T inf d(x, d)
xeK xeK
Or, par construction de K (paragraphe 1.2),
0(ay,d)Shg+ inf d(x, d)
xeK

D’ou (3-7), d’aprés (1-1).
D’autre part

mes K = | J(%)d%,
R
et, d’aprés (3-6),

. . K
2(Aire du triangle o, o, oa3)kymyn, =9%2—-.

1o
Il vient alors, d’aprés (3-4) et (3-7), avec mes K =4:

1 3
mes K . . v
a <2(Aire du triangle o, o, ;) k, m,n, Smes K

4 >

et le résultat, en utilisant & nouveau (3-4), (3-6) et (3-7). O
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Remarque 3-1. Sous 'hypothése (1-2), on déduit de (3-8) que, pour tout XeK,

1 3
(+5)
v h2

4 K

LS SR

RU_W 2y 0 (3-9)

1+~
v

Proposition 3-5. Sous les hypothéses (1-1), (1-2) il existe une constante C>0
indépendante de h et de K telle que

sup [[DFg(X)]| = C hg, (3-10)
%eK

sup | DFg (x)] < (3-11)
xeK

h_l('.
Démonstration. D’aprés (3-1), Fy est défini par

c _lpi("ei’)ez)

V X B X K, - A A ’ .=1525
(X4, %,)€ SRy, %) l

i

ot ¥eP,(K). Pour j=1,2, on a évidemment

%

ox; 0 (lﬁi_ai,ls)

A AA
0x; 0X; s

ou a=(xy y,%; ,)€K a été défini au §1-2. On en déduit, en utilisant la proposi-
tion 3-2, que
0x;

A
0X;

0 .
= 6£j(wi_ai,l s)

0,00,[2_

R +|S|1,co,f(|lpi_ai,ls 0,0,K*
0,0,K

D’aprés un résultat dii & Wilhelmsen [16] on a

2| =0y 1 Slo, w0,k
0,00,K

0 .
5x7j('Pi_ai,ls)
et

) Isll,oo,l?§2|slo,oo,f(‘

D’ou, compte tenu de (3-7).

. 1
[¥— ;. 1 8lo, 0, g =I5(6; = 1o, 0, & S (1 +;> hg

et
1
8]y, 0,8 =2 (1+;).

On en déduit que pour i,j=1,2,
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<2(1+) o+
R v v

0, ©,K

0x;
0X;

d’ou I'inégalité (3-10).
11 résulte également de (3-1) que F¢ ! est définie par
.Pi(xl ’ x2)

V(x,,x,)eK, X;= ,
( 1 2 l(xl,XZ)

i=1,2,

ou ¥,eP (K). On obtient comme précédemment, pour j=1,2,
0X;
0x;

1
0,0,k _ inf [I(x)|
xeK

Qﬁ
0x;

[l
0,0,K mlq’i‘o,w’x.
xeK

Or

PPi'O,oo,Késug Ue3]

et, toujours d’apres I'inégalité de Wilhelmsen.

oY,
2 <M api
Xj|0,00,K Pk xeK
Alors
og| _ 4 Splleal supllel
0Xj0,00,k ~ pg inf|I(x)| ~ inf|l(x)| inf|l(x)|
xeK xeK xeK

soit, d’apreés (1-2), (3-7) et (1-1),

1\ 1
= (1 +l) (4o+—) —.
0,,K v v/ hg

Dot Iinégalité (3-11). [J

0X;

axj

Remarque 3-2. Sous TI'hypothése supplémentaire de non-dégénérescence en
parallélogrammes

Iu>0, Vhe#, VKed,, infd(x,d)Suhyg (3-12)
xeK

(hypothése nullement irréaliste, car il est facile de construire des familles de
triangulations satisfaisant 4 (3-12)], on peut montrer le résultat suivant:

1C>0, Vhe#, VKed,:sup|D?F(R)||=Chg. (3-13)

xek

On en déduit que la situation des éléments finis rationnels de Wachspress est
essentiellement différente de celle des éléments finis isoparamétriques usuels. En
effet, dans le cas des «triangles ou des quadrilatéres isoparamétriques de type
(k) (cf. [5]) par exemple, si on note K T'élément de référence, K I'élément
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isoparametrique courant, K Télément droit dont les sommets sont ceux de K, h
le diameétre de K et F I'application isoparamétrique telle que K = F(K), on a (cf.
[7]) des inégalités de la forme

sup [D'FRX)|SC,H, 1<I<k+1,

xek
ou les C, sont des constantes indépendantes de h, relations qui sont manifest-
ment contradictoires avec une inégalité du type (3-13).

4. Elément fini rationnel de serendip de degré 3

Soit K un quadrilatére convexe défini comme au paragraphe 1-2. Nous allons
construire un €élément fini de degré 3 sur K a partir d’un élément fini polynomial
de degré 3 de type Serendip sur le carré de référence K.

4.1. Construction d’un élément fini polynomial de serendip sur K
(a noeuds irréguliérement répartis) de degré 3

Pour tout i€l, soient d; ; ;, ; et 4, , ;, , ; deux points quelconques du coté d’extré-
mités d; et 4, , différents de 4, et de 4, , et distincts (4; ; ;, , désignant le point
le plus proche du sommet a,). Pour tout iel, on désigne par [; un élément de
P,(R?) tel que [;(X)=0 soit une équation de la droite d; et par [, (resp.
i+1.i1,0 un élément de P,(R?) tel que [, (£)=0 (resp. [}, ;, (£)=0) soit
une équation de la droite passant par le point d;;; ., (resp. d; ;) et
paralléle a d, (cf. Fig.4-1).

Pour tout i€l, soit d’autre part §; un élément de P,(IR?) tel que $,(X)=0 soit
une équation de Yellipse passant par les points @, ; ;0 @ ;i 1, Giiic1
;1,541 et d’axes de symétrie paralléles aux axes de coordonnées (on vérifie
sans difficulté I'existence et 'unicité d’une telle conique).

Aig
aﬂh aum
g, v M a),
I e it I
80| %192 K &3
O ~
Fl a T
2 b ]733Y
Boo1| g
~ N v a
a a, P
2 223 3332 3
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Notons que, pour tout iel,
(7:(X)  ne comporte pas de termes en X, X,. 4-1)

Soient P I'espace vectoriel engendré par les fonctions W, w

cctol Viiiet Wir i1 €]
définies pour tout XeK par:

ORI ' €] AN D )

) = @)L @) 3@)

b )= N AP E I A 69 ] NP ¢

bhird (lll+1)f+2(altl+1)ll+3(alll+1)i;+1l+1[ 1¢i+1),

V“\)i+1,i+1,i(£)

AL @B (B

== , (4-2)
Z‘i(ai+1,i+1,:)Z\+2(‘11+1 i+1, ;)Z:+3( Ait1,i+1, l)i; nie1@ig i)
et X 'ensemble.
2=UI{ﬁ"’ﬁ(ﬁ)aﬁ"ﬁ(&i,i,H1),§Hﬁ(di+1,i+1,i)}- O 4-3)
e
On vérifie que les W;,W; ; ;.1 €t Wi, 1 ;.14 i€], sont les fonctions de base de P

relativement a 2, donc que le triplet ( P,%) défini par (4-2) et (4-3) est un
¢lément fini. [

Proposition 4-1. Lélément fini (K, P, £) défini par (4-2) et (4-3) est de degré 3.

Démonstration. 11 est clair que P:1>P4(K) puisque dim P=12, d1mP(K)-15

D’autre part, soit ¥ e P;(K), quelconque. On considére la fonction & définie sur K
par

='I7_Z {.ﬁ(ai)voi_i_ li;(&i,i,i%— 1)V0i,i,i+1 + q’(di-& 1,i+ l,i) Vt}i-(» 1,i+ l,i}'

iel

Il résulte de (4-2) que ¢ appartlent a P,(K) et que la restriction de © & chaque
coté K’ de K appartient & Py(K).

On en déduit qu’il existe une constante C telle que

V(’ep’ez)EIe, ﬁ(£1’£2)=é(1_£2)(1_£2).
L'identification des mondmes en %2 £2 montre alors, compte tenu de (4-1), que ¢
=0, dou le résultat. [J
4-2. Elément fini rationnel de Serendip sur K de degré 3

Soit K un quadrilatére convexe défini comme au paragraphe 1-2. Pour tout i€l,
soient Qi iiv15 iy q,i41,; 168 points de K (cf. Fig. (4-2)) définis par

ai,i,i+l=%(2ai+ai+1)9 ai+1,i+1,i=%(ai+2ai+1) (4-4)
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i3 Fig. 4-2

et soient maintenant 4, ;. ,, 5, ; ;. ; les points de K définis par

AK -1 K -1
ai,i,i+1:= K (ai,i,i+1)’ di+1,i+l,i=FK (ai+1,i+1,i)' (4'5)

Par la méthode du paragraphe 4-1, on construit alors un ¢€lément fini polyno-

mial de Serendip (K, P¥, Z¥) a noeuds af, a¥, ;. |, a¥ | ;, | ;, i€l, irréguliérement
répartis [ou, pour tout iel, 4¥ =4, et ou a¥, ,  , et &%, , ;. , ; sont définis par (4-4)

et (4-5)]. Pour éviter toute ambiguité, on note [J; ., ,, I, 1. 7K les
polyndmes introduits au paragraphe 4-1 et w§, W&, ;. |, wK | ;.| ; les fonctions
de base de (K, PX, £X).

On désigne par P I'espace vectoriel engendré par les fonctions w;, w; ; ;.1
Wii1.i+1,i» i€1, définies pour tout xeK par

w=s@ [ (25)orc oo

A Wh i
Woi s =8%@ ) [ (42 )o P | o)
3(AK WiK+1 ir1,i —1
Witt,iv,ilX)=S (ai+1,i+1,i)|:(_—s,§—_’—)°FK ](x)
et on note X ’ensemble
2=U {vov(a), v=0(a; ;4 1), 0 0(a4 441,00 (4-7)

iel
On vérifie que les w;, W, ; ;. 1, Wii141,; sont les fonctions de base de P
relativement & X, donc que le triplet (K, P,X) défini par (4-6) et (4-7) est un
élément fini. [
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Remarquons que I'on peut obtenir, & partir de (4-6), une définition locale des
fonctions de base de I'¢lément fini (K, P, X), i.e. en fonction de la géométrie de K.
Pour tout iel, désignons par y; 'élément de P,(IR?) défini pour tout xeK par

1i(x) =) (o Fg 1) (x)
etpar L ;i 1» liy1.i41,: les éléments de P (IR?) définis pour tout xeK par

Liiis 1 (=10 (B iy o F M) (),
li+x,i+1,i(x)=l(x)(g(+1,i+1°FE 1)(x).

Il est clair que y;(x)=0 est une équation d’'une conique passant par les points
@G it Qiio1s Fiist> Gipq,ie1,; (i1 est dailleurs aisé de déterminer un
cinquieme point de cette conique, qui se trouve alors entiérement déterminée
par cinq de ses points). De méme. [, ; ;, , (resp. I, , ;. ;) est une équation de la
droite joignqnt le point a;; ;. (resp. le point a;,, ;,, ;) au point FK(EI{‘,.,,.H)
[resp. au point FK(E{;M H;,.)] 01j1 bX, i1 (reAsp. e 1ie1,d) désigr}e I'intersection
de d, 5 et de la droite d’équation [¥,,, ,(X)=0 [resp. d’équation X , ;. /(%)
=0].

On en déduit que, pour tout i€l, les fonctions de base de I’élément fini
(K, P, %) s’écrivent encore, pour tout xeK,

wi(x)= L2001 5(x) y:(%) @

liya@) 14 5(a) yi(a) 1(x)

Wii,iv1(X)

— L) Ly 00 L a(x) Ly 1,i+ 1,i(x)
L@ i ) i 2@ ) i 3@ in D L nin i@ ii01)
) l(@,,i41) (4-8)
I(x)

Witt,iv1,iX)

1) Ly 200) Ly 306) By 41 (%)

l(a; Lirt, ) lie2@is v 1,0 liva@igivd) Liiv1@igtivn,d)

. iy 1,641.0)

i U

Théoréme 4-1. Lélément fini (K, P, 2) défini par (4-6) et (4-7) est de degré 3.
Démonstration. 11 est clair que P 3 P,(K), puisque dim P =12, dim P,(K)=15. Soit
d’autre part YeP,(K). On considére la fonction v définie sur K par

v= Y’-Z {Pa)w,+ ¥ )Wiiiv1+P@pris LWistivn i)

iel

Alors, compte tenu des relations (4-4) et (4-5), (4-6) et du fait que, d’apres (3-5),




262 D. Apprato et al.

A A~ @
IY¥ePy(K), 'PoFK=§§,
on obtient
1 . P . N PN N
U°FK=_3(!P_Z{q/(aix)wix"'W(afi,in)wfi,iﬂ+W(aﬁ1.i+1,i)Wf{+1,i+1,i})-

S iel
Comme (proposition 4-1) PX> P,(K), le résultat suit. []

L’élément fini (K, P, X) défini par (4-6) et (4-7) est appelé élément fini rationnel
de Serendip de degré 3. []

Proposition 4-2. Lélément fini rationnel de Serendip de degré 3 est de classe C°.

Démonstration. Considérant les expressions (4-8) des fonctions de base de
I'élément fini (K, P,X) on constate que les restrictions des fonctions de base a
chaque c6té K’ de K appartiennent a Py(K’) [propriété des faisceaux de droites].
D’ou le résultat. [

Remarque 4-1. Cest parce que I'on ne connait pas de méthode générale de
construction d’éléments finis de Serendip sur K de degré k quelconque (et a
noeuds irréguliérement répartis !) que I'on s’est borné a étudier les éléments finis
rationnels de Serendip sur K de degré k<3, qui ne font intervenir que des
noeuds situés sur la frontiére de K. Il est cependant possible de construire un
¢lément fini rationnel de Serendip sur K de degré 4 (qui, lui. fait intervenir un
noeud intérieur).

5. Estimation de ’erreur d’interpolation

Montrons un résultat préliminaire.

Lemme 5-1. On suppose que la famille de triangulations (7)., vérifie (1-1).
Soient relN un entier donné et w la fonction définie pour tout xeK par

W) =75 5-1)

ou YeP(R?) et ou | est Pélément de P,(R?) introduit dans le paragraphe 1.2.
Alors pour tout melN*, il existe une constante €(m,r,v)>0 telle que

% ]
Vhe#, VKed,, |w1m,w,K§_(";_m’l) o k- (5-2)

K

Démonstration. Soient he # et KeJ, fixés.
D’aprés un résultat di a Wilhelmsen [16], on a:

4r?
|W|1,oo,Ks—p_~”W”0,,oo,K‘ (5-3)

K
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De (5-3) on déduit par itération que

C(m,r)

1Pl c0, k =
K

#1000, x5 (5-4)

ou

C(m,r)=4'”( & )2

(r—m)!
Pour tout «aeIN?, pour tout xeK, on a, d’aprés la formule de Leibnitz,
o 1
Fwix)= Y ( )aﬂ WY(x) 0P (7) ),

0<p=<a ﬂ
feN2

ou, pour tout o=(a,,a,)eIN?, pour tout f=(B,,5,)eIN?, <« est mis pour
Vi=12, B <a,

et ou

(p)=() )
B/ \Bi/ \By/
Par conséquent, pour tout meIN*,

1

Wy, o, x = SUP ( Y (;)H"hm,m,x i

lal=m \0<pza

o]~ ll’lyoo,K)

Utilisant (5-4) et 'inégalité

“'P“o,w,xé “”IO,OO,K”WHO,OO,K’

il vient
|W|m‘00’K
o\ CUBLY) Wllo, o IDU™1Y
g's‘lf" (0§ﬂ§a (ﬁ) pifl (in1£|1(x)|)1+|a|—|m (ol =1BD ! IWlo, 0, k-

Compte tenu de I'hypothése (1-1) et de la relation (3-7), on obtient

s 3, (eonn ot Mt

lal=m \0<p=za ﬂ

$oit encore

o5 (1+%) ) ((r—rin)!)2 i (Oéﬁéa (;) v‘:lfl”"> ”wlt’;"’:o"{

On vérifie que
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x\ 418! e
0spsa (ﬂ) V=181 = (4+;>

et donc le résultat, avec pour tout me N*

B(m, r,v)= ((r_’! )2 (1 +%) (4+%)m m!). O (5-5)

m)!

Le résultat fondamental utilisé dans ce paragraphe est le suivant:

Théoréme 5-1. Soient keIN, neIN* et p un nombre, avec 1 <p< + o0, tels que k
n

+1 >;. Soient Q un ouvert borné non vide de IRR" a frontiére lipschtitzienne, P un

espace de dimension finie N de fonctions définies sur Q, tel que B(Q)=P < C**1(Q)
et Z={a;};_,. .y un ensemble P-unisolvant de points de Q. On suppose que Q est
étoilé par rapport a chacum des points de X. Alors si IT désigne I'opérateur de P-
interpolation relativement a X, {p},_, .y lensemble des fonctions de base
correspondantes et h le diamétre de Q, on a, pour tout ve W*+1-7(Q),

[v—1Tv],, 0=

1 1 N
k_ n (Z [pi]m,oo,!))[U]k+1,p,ﬂhk+17 Oéméka

i=1

[v—ITv],, 1,p,2 -9

N
kl'{ 1 (Z [Pidis1.0.0) \IAREEE (Z [pi]k,oo,n) hk} (0)k+1,p.0-

et
14

A
|

Démonstration. Pour m=0, 1, ..., k, cf. Arcangéli-Gout [2]. _
Soit m=k+1. Il suffit de montrer le résultat pour ve C**!(Q). En dérivant
I'identité (cf. [2], p.9).

VxeQ, DXITv)(x)—D*v(x) =7(1—! ii J(v, a;) (x) D¥ p;(x),
“on a, pour tout (eR”,
D1 (ITv—v)(x)-¢
=£?§:1 J(v,a;) (x) D** ! p;(x)- €+ DJ(v, @) (x)- £ D* py(x)).
Mais en dérivant la relation (1-5) de [2], on obtient
VxeQ, VEeR", DJ(v,a)(x) &= —D"*1o(x)-((a;—x) &),

d’ou le résultat, compte tenu de la proposition (1-1) de [2]. O
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Remarque 5-1. On obtient de fagon analogue, pour tout ve W*+1P(Q), les
majorations

lv—Mvl,, , 0

n+m—1\'"7 1 1 N
é( ) '“‘——‘(Z |pi‘m,co,ﬂ) [v]k+1,p,ﬂhk+17 0=mz=k,
m k! n \;&4

k17

IU_Hv|k+1.p,.Q

1/
<)
+ a

1 N X
. (Z lpi|k+1,oo,!2)h 1
p

(-7

+1—- =t

N
+ (421 Ipilk,oo,ﬂ) hk} (0] 1L,p,2" a

Donnons maintenant deux résultats permettant d’obtenir des majorations,
indépendantes de h et de K, des normes | ‘|, .. x des fonctions de base des
¢léments finis rationnels de Serendip construits aux paragraphes 2 et 4.

Lemme 5-2. On suppose que la famille de triangulations (7,),. » vérifie (1-1). Pour
tout he ¥ et pour tout KeJ,, on désigne par d, 5 (resp. d, ,) la diagonale
intérieure de K passant par les points a, et a, (resp. par les points a, et a,). Alors

Vth, VKE%I, ££llf5(ai,di+l’i+3)_2_m

Px. (5-8)
Démonstration. Pour tout iel, soit ,,,,; un élément de P(R? tel que
lit1.143(x)=0 soit une équation de d, 1.i+3- On a évidemment

liv1,ie3° x(d) I

l

i+1,i+3(@) i+1,i+3(ai+2)‘

li+1,i+3° K(di+2)

Or, dapres (3-9), il existe [}, , ;, ;€P,(R?) tel que

li+1 i+3°FK= i+1,i+3.
’ s
11 vient alors
I[i+1,i+3(ai)l s(d; . 5)

|li+1,i+3(ai)'= s((ﬁ) If

@) g 1,i43(@0 2l
i+1,i+3Mi+2

Etant donné que

i vies@)

l i+1,i+3(di+2)‘

et que, d’aprés (3-4) et (3-7),

1,
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7} 1
s@, )21 s@s1+-.
on obtient
v
5(ai,d1‘+1.i+s)gmé(ai+2’di+l’i+3).

On vérifie géométriquement que
Viel,  0(a;,d;,1,,3)+0(a115,di41,i43)2Pks

d’ou le résultat. []

D. Apprato et al.

Proposition 5-1. On suppose que la famille de triangulations (7)), 5 vérifie (1-1) et
(1-2). Soient he # et Ke T, fixés, et (K, P, X) un élément fini rationnel de Serendip
de degré k<3. Alors, pour toute fonction de base w d’un élément fini rationnel de
Serendip de degré 1, 2 ou 3, il existe une constante #,,(v,0)>0, indépendante de h

et de K, telle que

Wllo, o, x = Bu(v, 9).

(5-9)

Démonstration. 1) Le résultat est immédiat lorsque k=1: ||wi|, ., =1 (cf. [3]). 2)
Etudions maintenant le cas k=2. Considérons les expressions (2-3) des fonctions

de base. Pour tout iel, on a:

| l(a) li2(x) li+3(x)]|li—1,i,i+ 1(x)|
lli+2(ai) liy3(a) I(x) Hli—l,i,i+1(ai)|

Il résulte du cas k=1 que

| l(a;) ) liy2(x) li+3(x)| _
ilelgllwz(ai) liys(a) I(x) =1

VxeK, |wi(x)|=

Par conséquent

lli—l,i,i+1(x)| < 2hg .
i 1,600 1(a)] T6(a;,diy1,i43)

Utilisant alors (5-8) et (1-2), on obtient

VXEKs |wz(x)i§

20(2+v)

Viel, ”Wino,oo,xé ;

On vérifie d’autre part que, pour tout iel, on a, d’apres (3-5),

VxeK, w;_q(x)
_s2@E i@ L@ ()
s*(%) E+1(5{(—1,i)[i+z(a{(—1,i)1;+3(ﬁix_1,i)

) et X=Fg !(x). Avec (3-4) et (3-7), il vient

\ AK — __1
oud; ,;=F¢(a_,;
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1\? 1
wizsilo.nxS (145) 57— 50—
| villo.o.x v 5(ai—-l,i’di+1)5(aix—1,i’di+3)

Il est clair que

AK T _ AK A
0d;_ 1,1d; 4 )=0(d;_ 1,3, dy)-
D’aprés le théoréme des accroissements finis,

5(“1 1,0 ) 6(01 1,i ,)Sup ”DFK(X)”a

%ek
d’ou, d’aprées la proposition 3-5 et la relation (5-8),
8@k, .d o
K D> ‘
G v i) 25 T v (1 29)

On obtient la méme minoration pour 3(4X , ,,d,, ;). En conclusion,

64072 +¥)(1+) (1421

”Wz 11“0001("‘ V8

Viel,

3) Etudions enfin le cas k=3.

Considérons, par exemple, la fonction de base w,. D’aprés (4-6), (3-4) et (3-7)
ona

1 3
VXeK, (IS (1+) 195G, (5-10

ou X=Fg !(x). Compte tenu de (4-2), il vient
sup [WE(%)| < e =—-sup [P (R)].
%eK I )I xek
Soient K le carré [0,2] x [0,2] et 7 la translation telle que
K= 7(K).
Posons alors % =(%,,%,)=1"'(%),
(@ 0)=1"1(a5,5),
(B,0)=1""1(a%;,),
0,7)=1"1(a%,,),
0,8)=7~"(af,,).

On vérifie que I'on peut définir 7§ par

(?§°T)(i)=a—l}1?—6-{yéif+aﬂi§—(a+ﬁ)y5i1—(y+5)aﬁiz+oc/iy5},
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et que, par conséquent,

sup W5 (%)l Ssup (75 o7) (%)). (5-11)
%eK xeK

Or, il résulte du théoréme des accroissements finis que
6(ay23,a,) S6(d3,3, 4;) sup || DF (%)l
xeK
d’ou, compte tenu de la proposition (3-5),

v3

R2e(v+1)2v+1)(2+v)’

la] = (83,3, 4,) 2 (5-2)

On obtient des minorations analogues pour |f], |y], |d]. On déduit alors de (5-10),

(5-11), (5-12) qu’il existe une constante %,(v,0)>0 indépendante de h et de K
telle que

IW2llo, 0,k =B, (v, 0).

I1 est clair que le résultat vaut pour les fonctions de base relatives aux autres
sommets.

Le cas des fonctions de base relatives a des noeuds intermédiaires se traite de
la méme maniére. Il suffit de remarquer que, pour w, , , par exemple, on a

1\3 2
Wazallo. S (1+5) sar— 550
223700 K v/ 8(d%,3,d,) 6(d5,5,d5) 6(a55,)

d’ou la proposition 5-1. []
Finalement, on obtient le

Théoréme 5-2. On suppose que la famille de triangulations (7,),. 5 vérifie (1-1) et
(1-2). Soient he # et Ke T, fixés, (K, P, X) un élément fini rationnel de Serendip de
degré k<3 et Il l'opérateur de P-interpolation relativement a X. Alors, pour tout m
=0,1,...,k+1, il existe une constante C(m, k,p,v,0c), indépendante de h et de K,

2
telle que, pour tout ve W**1:?(K), avec k+1 >;,

IU _HUIm,p,K é C(m, k9 DV, 0') [U]k+ 1,p,K h’;(+ ! -, (5'13)
Démonstration. On applique successivement les relations (5-7), (5-2) et (5-9). [

Remarque 5-2. Désignons par {w;}, .y, I'ensemble des fonctions de base de
élément fini rationnel de Serendip de degré k (K,P,Z). Il résulte de la
proposition 5-1 qu’il existe une constante (v, 5), indépendante de h et de K telle
que

Ni
2 IWillo, o, x S B(v,0).
i=1
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Alors si €(m,r,v) est la constante introduite dans le lemme 5-1 la constante
C(m,k,p,v,0) du théoréme 5-2 peut s’écrire:

1 k
14—
w (1)
C(m,k,p,v,a)=(m+1) Y 20'”9?(v,a)(€(m,k+1,v),

k!
k+1-2
D

lorsque 0<m<k, et

C(k+1,k,p,v,0)

(k+2)1P [ 1y gk+1
=Tk (HE)Q(V’”)[ 2

(g(k+1,k+1,v)+a"(€(k,k+1,v)]
k+1—2
14

lorsque m=k+1. [J

Notons que les relations (5-13) s’écrivent encore, pour m=0,1,...,k+1,
|v—nv}m,p,x é Cl(m, k, DV, O') lv|k+ 1,p,K hk+ ! _m’ (5'14)
ou C,(m,k,p,v,0) ne dépend pas de h et de K. []

On obtient donc, pour les éléments finis rationnels de Serendip de degré
k<3, les mémes ordres asymptotiques d’erreur que pour les éléments finis usuels
de méme degré. [

Remarque 5-3. Reprenant la démonstration du théoréme 3-3 de [3], on montre
le résultat suivant pour les éléments finis rationnels de Serendip de degré k<3:

il existe un ouvert Q de R?, une suite (7,),.» de triangulations (au sens du
paragraphe 1-2) de Q et un élément WeP, +1(Q), tels que

Vhe#, VKeZ,, |¥—HO¥|,, ,x=C(¥)(mesK)"?,

ou C('P) est une constante >0 indépendante de h et de K.

Il résulte alors du lemme 5-1 que 'ordre asymptotique d’erreur k+ 1 —m dans les
formules (5-13) est optimal.
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