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INTRODUCTION

. i

La plupart des éléments finis droits usuels dans R° , autres que les
€lements finis isoparamftriques, sont polynomisux en ce sens que 1'espace d'in-
terpolation est un espace de polyndmes, et construits sur des triangles ou des
rectangles (il y a bien sfir des exceptions : les macro-éléments, le triangle

singulier de ZIENKIEWICZ [26] , le triangle de BIRKHOFF-MANSFIELD [261,...).

11 est done naturel (ef. E.L. WACHSPRESS [B5]) de vouloir construire

des €léments finis sur des ensembles K qui soient des polygones convexes guel-

congues & N ecotés (N z L),

Soient alors, par exemple, un quedrilatdre K , différent d'un parallé-

logramme, de sommets 81y 8o, 8y et 8, et L 1'ensemble
LE={v H-vfai} . 1514} .

Essayons de construire un &lément fini conforme polynomial A partir de K et de I :
un €lément fini (su sens de CTARLET [26]),6tant un triplet (K,P,L), il reste 3

déterminer 1l'espace d'interpolation P.

La théorie des &léments finis montre que si 1'on excepte les €léments

finis non conformes et les £l&ments finis isoparamétriques, tout &1&ment fini



droit doit (&videmment) vérifier la propriété
(1) (K,P,L) est de classe (% |,

et (sous peine de ne présenter que peu d'intérét du point de vue de 1'ap-

proximation) satisfaire d la condition
(2) P 2P (k) ,

ofi k £E*

Supposons que P soit un espace de polyndmes vérifiant les con-

ditions (1) et (2) : on a, puisque card L =14

P = P1{K] & {ey}

ofi ¢ € R et oll le polynéme Y ne comporte que des termes de degré stric-
tement supfrieur & 1 (par rapport & l'ensemble des 2 variables). D'aprés

le condition (2) ¢ s'annule nécessairement sur deux cStés opposés de K.
I1 est done clair que (K,P,I) ne peut Etre un €l&ment fini (Y s'annulant

en tous les points a;).

Ainsi donc on ne peut choisir pour P un espace de polynGmes

(c'est ce gue E.L. WACHSPRESS appelle "inadequacy of polynomials" dans [85]).

D'cll la prise en considération d'espaces d'interpolation engendrés

par des fonctions rationnelles.




I1 n'est nullement &vident & priori (ef. D. APPRATO, R. ARCANGELI
et J.L. GOUT [7]) qu'une interpolation de type rationnel conduise i une ap-

proximetion convergente pour les topologies usuelles.

Considérons en effet l'exemple simple suivant.

Scient [a,b]l] © R un segment et n ¢ N . Posons
b-a 3 .
Q= Ja,bL , h === et ¥i=0,1,...,n x; = a*ih

Soient alors les fonctions P s i=0,1,...,n minsi définies :

pour tout 1 = O,1,...,0 , p; est mulle hors de fxi~h,xi+h1 n la,bl 3

de plus

Haq—X

1

¥xe lageyl 3 iRl memiemaa

X
¥xe [xn_l,b] 3 ph{x} W b

et pour tout i = 1,...,n-1

X=X.
11-* 1

h + %.-x .
i

¥xe [xi_1,xi] s pi{x]

X. =X
_ i
¥Yx e [xi,]{i+,’] " Pitx} o h % x = xi L
On vérifie immédiatement que
Vi, ™05 pi{xj] nﬁij a

et done qu'd toute fonction u continue sur O , on peut assoeier 1'interpolé

retionnel
n

T = E u{x.} P- .
i=0 e



Alors si u désigne la fonectien xv+ 1 et si on pose
n
&, = E ulx;)p; >
i=1

il est facile de vBrifier que, pour tout 1 = 1,.4.,0

¢ 4 h
J - ﬁh(xld:\: - 3‘ .
X

i~}

et donc que, si 1'on note Ki le segment Exi—i’xil -

h1IE
(3) ]ﬁhlﬂ K 2 =€ 1Ts1En .
e

Des relations (3) on déduit
3.
= -% {mes ﬂ]'e "

16,100

ce gui montre gque, lorsque h + O , |5h|0 n Pe tend pas vers 0 (et 4 lor-
¥
tiori que 1lim [& | # 0). Or on constate que, dans cet exemple, 1'ecupace
] D h ﬂ,“‘,n

d'interpolation Pe s engendré par les fonctions Pi_y et p; , ne
i K. K.
contient pas 1'espace PE{Hi], 1 =12 . ¥ *

Introduisant alors, pour tout i =0,1,...,n , les fonctions Wi o définies
sur § = [a,b] par

Py

wl = _—

' %
?i
= 1

b E

et 51 u désigne maintenant la fonction x + x et ﬁh la fonction
n

u= 3 ulx;)w; , on vérifie que, pour i =1,...,n
i=]
- 1
i ; 2 e 42
(1) [T ees [T i M,
h 3 2,2 2
i1 =i (14v°)



Tiai™ n/f
(en effectuant le changement de variable x - 5 e v) .

On déduit alors des relations (4) que pour tout i = 1,...,n ,

2

h
|6, E =
Tk o
et donc gque
1/2

f
|8 | 2 J+EEE :
“1.9 3V/3

Ainsi ﬁh ne tend pas vers 0 en norme HI{]a,b[}. Dans ce dernier

cas on vérifie que 1'espace d'interpolation P 212 i<n, engendré par
i
les fonctions w. et W, » 8'il contient PE(K&] , ne contient pas

1= Eﬁ Ki
P1E1(ii.

Il apparait en fait que, dans le cas d'une interpolation rationnelle
définie & partir d'€léments finis droits de type Wachspress, comme dans le cas
d'une interpolation polynomiale définie # partir d'éléments finis droits usuels,
la condition

P, 2 B(K) , kelN |,

est essentielle dans 1'&tude de l'erreur d'interpolation et conditionne donc
leur construction, comme on le montrera dans la suite (cf. fgalement E.L.
WACHSPRESS [85] , D. APPRATO, R. ARCANGELT et J.L. GOUT [7]). On & des problé-
mes analogues dans le cas des &léments finis courbes de type Wachspress, non

étudiés ici. (ef. D. APPRATO [4], E.L. WACHSPRESS [851)



L'ensemble de ce travaeil a pour cbjet, & la suite des résultats
de E.L. WACHSERESS, de construire des £léments finis rationnels sur des
quadrilat@res, des pentagones ou des hexagones convexes, et d'étudier leurs
propriétés d'approximation minsi que les conditions de leur utilisation dans

1s résolution des prcblémes elliptiques d'ordre deux.

Le chapitre | est consscré & une ftude de 1'erreur d'interpolation
d'Hermite dans un cuvert (I de R , syant pour point de départ un article

de P.G. CIARLET et P.A. RAVIART [271.

Les résultats cobtenus généralisent d 1'interpolation d'Hermite des
pépultats sur 1'interpolation de Lagrange obtenus en collaboration avec
R. ARCANGELI [8]. Certains d'entre eux améliorent des résultats de 1'suteur

{Cft tuﬁl}-

Deux méthodes sont proposfes pour cette £tude : la premicre est basie sur
une formule de Taylor multiponctuelle, la seconde sur des résultats d'ap-
proximation faisant suite & ceux de J. MEINGUET [59] donnant un encedrement
de 1l'erreur de meilleure approximation uniforme. Dans les deux cas on frite
le recours & un élément fini de référence tel gu'il est utilisé par P.G.
CIARLET et P.A. RAVIART dans [27]. Sur le méme sujet indiquons encore les
travaux de C. COATMELEC [32], G. STRANG [74] et J. GELIHNAS [43]. De plus on
explicite les constantes donnant les majorations de l'erreur d'interpolation
en fonction, en particulier, des semi-normes des fonctions de base des El8~

mente finis conecernés.

Les deux chapitres suivants ont pour objet la construction d'€lé-

ments Pinis rationnels de Wachspress sur des polygones convexes fermés, non



dégénérés, & N ebtés (N 2 4) ainsi que 1'Etude de leurs propriétés ;
le chapitre £ traite des Eléments finis quadrilatéraux, le chepitre 3 des

gléments finis pentagonaux et hexagonaux.

Tous ces £léments finis sont de classe C° ; ils sont de type
Lagrange sauf deux d'entre eux, 1'un guadrilatéral, l'asutre construit sur
un hexagone régulier, qui sont de type Hermite. Les principales caractéris-
tiques de la construction de ces Eléments finis sont les suivantes (ef. F.L.

WACHSPRESS [85]1) =

H—
gquation de la courbe de degré N-3 (&ventuellement dégfnfrfe) passant par

- on désigne par q un élément de P Sﬂﬂe} tel que q(x) = 0 soit une

les ELEZQl points diagonaux extérieurs de K ,

- on considére 1'espace d'interpolation P engendré par des fonctions de

base W telles gue

ol e est une constante convenable et oli i € P tﬂﬁ} s k e W' Gtant

N+k-3
le degré de 1'élément fini (K,P,L) ainsi comstruit (i.e. est tel que

P> PkiK] et P p Pk+1{H}}.

L'étude des 8léments finis rationnels de Serendip de degrés 1, 2
et 3 a fait 1'chjet d'un artiecle de 1'auteur en collaboration avec D. APPRATOD
et R. ARCANGELI [7] (la terminolegie "de Serendip" &tant adoptfe en raison de
1l'analogie avec les 8l8ments Tinis pelygonaux de méme degré construits sur
un rectangle). L'élément fini rationnel d'Hermite de degré 3 (ef.[u71) est

1'snalogue de 1'&1%ment fini d'Adini sur un rectangle.



Le chapitre L est consacré aux applications des résultats du cha-
pitre 1 aux méthodes d'&léments finis droits polynomiaux dans R" (ef. par
exemple P.G. CIARLET [26]1, P.A. RAVIART [68]) et aux €l&ments finis poly-

gonaux de Wachspress dans ]HE '

Apres avoir #tabli un résultat général d'infgalité inverse pour
des fractions rationnelles, & partir d'un théoréme de R. WILHEIMSEN [88],
on montre le caractére uniforme des majorations de 1'erreur d'interpolation
obtenues, et donc la convergence de l'spproximation en norme H1'p ainei
que l'optimalité de l'ordre asymptotique des estimations de 1'erreur d'in-
terpolation considérée en semi-norme L']m.p,H : 1'ordre asymptotique de
1'erreur d'interpolation est exactement k + 1 - m pour un &lément fini de
degré k . On retrouve ainsi les résultats de P.G. CIARLET et P.A. RAVIART .

Citons Egalement M. ATTEIA [11]1, R.E. BARNHILL et J.R. WHITEMAN [12].

On indique enfin quelques résultats numériques (dont certains amé-
liorent ceux déjd publiés par l'auteur dans [44]), Indiquons dans ce domaine

les résultats de J. MEINGUET [59], F. NATTERER [&4].

Le chapitre 5 a pour but d'Etudier 1'effet de 1'intégration numi-
rigue dans la résolution d'un probléme elliptique modéle d'ordre deux par
&léments finis rationnels quadrilatéraux ou construits sur des hexagones ré-
guliers. Les méthodes usuelles ne pouvant s'appliquer dans cette situation,
on reprend la méthode de D. APPRATO et R. ARCANGELI [5], qui utilise le clas-
sique schéma d'étude de P.G. CIARLET et P.A. RAVIART et s'applique mux &1&-
ments finis rationnels de Serendip de degré 1, 2 ou 3, et on l'&tend au cas

de 1'élément rationnel de Serendip de degré 4, de 1'@lément fini rationnel



quadrilatéral d'Hermite de degré 3 et au cas des &l8ments finis rationnels

de degré 1, 2 ou 3 construits sur un hexagone régulier.

Une difficulté ezt de montrer qu'il existe des formules d'inté-
gration numfrique evee poids 4 coefficients positifs (ef. V. TCHAKALOFF
[78], P.J. DAVIS et P. RABINOWITZ [36], J. ALBRECHT et L. COLLATZ {2]) .
A cet effet, on adapte un résultat de P.J. DAVIS [35] rappels dans A.H.

STROUD [77].

On donne en annexe des résultats numériques relatifs & une for-
mule de guadrature numérique correspondant & l'utilisation d'€léments finis

rationnels sur un hexagone régulier de degré 1 .

On indique pour terminer quelques résultats de comparaison entre
les Eléments finis polynomisux et les &léments finis rationnels de type

Wachspress construits sur un hexagone régulier,












Chapitre O

NOTATIONS






0.1. RAPPELS

Rappelons tout d'abord quelques définitions de caleul différentiel

{ef. CARTAN [19]).

Etant donnés deux espaces vectoriels X et Y sur un méme corps
de scalaires, et £ un entier > 1 , on note EJEI:){;Y] 1'espace dez applica-
tions #£-linéaires de }fz dans ¥ ol J{'E désigne le produit cartésien,
effectué £ fois, de ¥ par lui-méme. Quand £ =1 on ferira L(X;¥)

au lieu de 11[]{;1'].

Soient n un entier 21 et I un cuvert borné non vide de H“ A

On suppose BR" muni de la norme euclidienne usuelle notée II " :

Etant donné€e une fonection u : O~ %K , sa JEJ'ENE ditrivie llzul:x]
en un point x de N (lorsgqu'elle est dffinie) est un £lément de EZEEH;B}.

On Ecrira en particulier :
vEe®  dhux).  (6,6,...,8) = phu).(0)F
e e
L fuis
et pour tout r < £

inE:Hn, 1sisr . 1.rl;elin F

Pulx)e (Eyeeesty o Eareesf) = DOulx)o(Eyaennsb o (BIFT)
E-r fois

La norme de ‘D’Eul:x]' dans 1'espace EEEHH;ER! dont la norme est fga-

lement notée || .|| est définie par
0%t = sup 155000 (€58
1 II=1

+

Eiﬁ-ﬁn, 1515£



(Par convention, on pose ||Dtu(x]|l = |u({x)| pour £ =0).

De plus, pour tout multi-indice o = {n'.1,...,ﬂn} e W , on pose

e

o (B _3.,%n
E’ =3 {ax-l:} o w {ax } L]

et, pour x = {x!,....xn} ¢ B® , on définit de méme & par

s 1 “n
{D-ili} x = x-,l LI L xn
et on note
la] = Gy ¥ Gy Hieet @
et
u! = u- {lll ul l-
1 n

Enfin si {Ei}‘lﬁiin désigne l'ensemble des vecteurs de la base cano-

nigue de B" . T

o o
au{x] =B] lu{x}. {E'I'GII*E."lIIt E‘i"tr'ei’ ...,En,.-.,En} ®

a, fois a. fois o fois
1 1 n

D'autre part, soit p un nombre tel que 1 s p €+ = ., Pour tout m €l
on désigne par wP(Q) 1'espace de Sobolev des (classes) de fonctions wu
qui appartiennent & LP(Q) ainsi que toutes leurs dérivées partielles 8%
d'ordre |o| €m muni de la norme

1
IVl pa =¢ I [ 18%GPac® .
|o|<m

On utilisera également les semi-normes
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i od
@y ¥ J [0%(x)| ax)® 5 £=0,1,000mm
laj=e %

et

P -
[v]‘Eiplﬂ 24 L"; ”DEV{X:]H 'ix‘}P 4 £ =0,1,:0.4m ]

lorsque p < + = , avec la modification habituelle lorsque p =+ = ,
Pour tout compact K de EE , on notera WP (k) (ou H™K) dans le cas
. b2 o ° )
p= 2) =aulieu de WorP(K) {ou HMEK)) s K désignant 1'intérieur de K ,

et on écrira lr?"m,p,ﬁ \ |?|£,p,ﬁ et [VJE.p,K au lieu de || v]] .

o
m,p,K
o
Ivlz--P-K o t?]ﬂ,p,?{ '
Lorsque p = 2 , on note, comme c'est 1'usage, pour tout v € Q) = Hm'E{ﬁﬁ,
I[?Hm,ﬂ \ lvlt,ﬂ et r‘ﬂt,ﬂ au lieu de "v"m.E.ﬂ s ]v!E,E.ﬂ et

[v]I,E,ﬂ .

Enfin, pour tout entier k 2 0 et pour tout sous—ensemble non vide
A de B", on désigne par Pk(h} (respectivement Qk{A}] l'espace vectoriel
des restrictions & A des (fonctions) polynfmes & n variables de degré = k
par rapport & l'ensemble des variables (respectivement i chacune des n wva-

riables).
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0.2. INTERPOLATION D'HERMITE

Reppelons maintenant gquelques définitions et notations spécifiques
de 1'interpolation d'Hermite (cf. CIARLET [26] , CIARLET-RAVIART [27] ,

COATMELEC [32], RAVIART [68] , STRANG [741).

Etant donné un entier s 2 1 , on se donne un ensemble fini I
de N formes linfaires sur C°(Q) , linfairement indépendantes, définies &

partir d'un ensemble '[E.;_-} de points de I (les "noeuds" de 1'inter-

1%r=ss
1515Hr

polation), N, représentant le nombre de noeuds & r fixé :

g ., e Z
¢i v e #i (v) = Y(Ei} 1515ND
(0.2.1)
B = r r.,r r s g
¢i.i Lo »tt:ij (v) =D v{a.ij}.E,iJ. 1¢sr<s , 1$1$Hr , 18jsd.

oil dir désigne le nombre de formes linéaires associfes au noeud ai et ol

les E;j dépendent de la géométrie de 1'ensemble des noeuds. On a ainsi

(0.2.2) T = {¢°} ... u {¢:.} " : ;
i 1£1£Hn 1] 15rss , 1515ﬂr, 153£&ir
et =
f Er )
N=N + ( d.
° p=1 =1 i

D'autre part, P Etant un espace de fonctions définies sur §

on dira que l'ensemble I est P-unisolvant si,quels que soient

(0.2.3) les sealaires ng{‘rsisﬁc} et u;'j (15r<s , lﬁiﬂﬂr i ‘ISdeir} donnés,

il existe une fonetion unique v ¢ P telle que

o (=] s r r = =
¢ih—] =a? , 1sisN_ et "’ij{":’ = Uy sr<s , 1<isN, , 15j<d, .

L'ensemble I #&tant P-unisolvant, on & alors dim P =N .
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De fagon €quivalente montrer que I est P-unisolvant revient & mon-
T 3 U = ={r 1 r
trer 1'existence d'un ensemble B {Pi}‘lﬁiﬂnu {Pij]TSrEE, 1sien_, 1sjea,

de N fonctions de P qui satisfont & :

in%)= .3 . #%(nt = 9 2 P

¢i{pjj-ﬁij » 1si,jsH ¢i{pﬁk] 0, 1sisH_, lsrss, 1sjsN, Isksd.
r 4 g "

(0.2.4) ¢ij{p§} =0, Isrss , 1sisN, 1sjsd;  , 1sksKj

-

: IR g ' : :
¢ij{pk£} =6 .8 aj£ » Isr,r'ss, 1sisN_, 1<k<H_,, 15jsd; 1<l

B est 1l'ensemble des fonetions de base de P relativement & I .
5i on se donne alors une fonction v ¢C°(Q) , On définit son P-interpolé

d'Hermite relativement & I , noté [lv, par

(0.2.5) e Chbi e | T ¥ @
0.2. v = $.lv)pr + P '+ .
i=1 % - r=1 i=1 j=1 1) 1

Dans le cas de l'interpolation de Lagrange, l'expression du P-in-

terpolé de v se limite au ler terme du 2&me membre de (0.2.5).

I est appelé opérateur de P-interpolation d'Hermite relativement
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0.3. ELEMENTS FINIS

Les notations et définitions rappelfes dans ce paragraphe sont

celles de CIARLET [26] (ef. également RAVIART [68]).

Dans ce qui suit, les Eléments Tinis considérés sont des &lfments
finis droits construits sur des polyédres de 1" (et dans les chapitres 3 et b
sur des polygones convexes de R°). Par définition un polyédre sera toujours

pour nous un ensemble born®, non dégénéré (i.e. d'intérieur non vide) de RrE.

En conséquence, un &lément fini (au sens de CIAHLET) sera pour

nous un triplet (K,P,I) oi

(i) K est un polyédre fermé de R"

(ii) P € C®(K) est un espace de fonctions 3 valeurs réelles dé-

finies sur ¥ .

(0.3.1)
(iii) I est un ensemble fini de formes linfaires linéairement
indépendantes (du type indiqué dans (0.2.1) et (0.2.2)) définies
sur C%(K) (s eM) tel que I soit P-unisolvant (ef. (0.2.3)).
Dans la suite, s'il n'y a pas ambigiiité, on notera K au lieu
de (K,P,I).

On note h (respectivement p) le diemdtre de K (respectivement
le meximum des dismétres des sphéres contenues dans K). De méme on note I
1l'opérateur de P-interpolation relativement & I (ef.(0.2.5)). Les pointz
a.;. de K introduits dans (0.2.1) sont appel@s les noeuds de 1'€lénent fini 3

les formes linfaires ¢:J associfes & ces noeuds sont appelées degrés de
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libertéd de 1'@lément fini ; enfin les Tonctions ij {ef.(0.2.4)) corres-

pondentes sont appelfes fonctions de base de 1'81ément fini.

On convient de dire {(cf. WACHSPRESS [85] , STHANG [74]) gqu'un

Elfment fini (K.P,L) est de degrd k £H =i
(0.3.2) P> PR{KJ et P 7 PEH{K:I .

Four la terminoclogie classique des &léments finis on renvoie A
CIARLET [26] (Four la dé&finition des £léments finis de Serendip ef.

ZIERKIEWICZ [B891).

- g

D'autre part on dit que deux &lfments finis (K,P,I) et (K,P,I)

sont affinement £cuivalents s'il existe une appliestion affine inversible F

telle gque, avec les notations du §.0.2

(i) K =FK), af = F(8]) . 1srss , Tsisn

(0.3.3) (33) Pefp:KwER ,p=5aF" sBePl .

T ar 4 :
{iii) gij =B Eij s 15rss ESxSHr . 1535dir "
ol B e E[Hnﬂﬁnj est la partie linfaire de F .

Compte tenu de la définition ci-dessus,

Une famille Fd'éléments finis K est dite affine si tous
(0.3.4) ses éléments finis sont affinement &quivalents # un méme &1lément

noté K et appele 8lément [ini de référence.

De méme
Les £léments finis d'une famille F d'éléments finis sont dits de
(0.3.5) méme type si J est une famille dont 1'&lément fini générique est

un &lément fini donné.
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Une telle famille est donc formée d'8léments finis de méme degré.

D'autre part soit § un ouvert polyédrique borné de R" , de
frontidre I et soit Jlun ensemble de réels strictement positifs : pour tout
h ¢ JB, on appelle triarnpulation 6. de 0 toute réunion finie u K

h
te G f
de poly@dres K convexes fermés, non dégénfrés, [hK < h) telle que

(i) Q= v K
I{E'Eh
L u n
(ii) ‘u’K1E'Eh, HKEE'EH : KI#KE.KinKE-ﬂ
(0.3.6)
(iii) ‘HKT £ Eh , toute face de K1 est soit une Tace d'un autre
&lEment KE‘ E‘Eh s Boit un sous-ensemble de T
Alors

Une famille F d'éléments finis est assocife # upe famille de Lri-

{0.3.7) angulations {.Gh:lhe.'_lﬂ si F= {(x,P,I) , K E'Eh she )l ,

les Eléments finis de Fétant tous de méme type.

Enfin pour la notion d'éléments finis de classe CF on remnvoie

i CIARLET [26]).

Dans toute la suite, lorsqu'il y aura possibilité de confusien,

r .
on notera Pk B EK 3 H.i,K N ]'LK .e.ete a8y lien de P , I , &§ | (N









Chapitre 1

ETUDE DE L ERREUR

D' INTERPOLATION D' HERMITE

DANS R"

Ce chapitre est consacré d une étude de 1'erreur d'interpolation
d'Hermite dans un ocuvert § de R" . Cette Stude a pour point de départ
l'erticle de P.G. CIARLET et P.A. RAVIART [27]. Elle a feit l'objet d'un
article de l'auteur ([45]) généralisant 4 1'interpolation d'Hermite, des
résultats sur 1l'interpolation de Lagrange obtenus en collaboration avec
R. ARCANGELI dans [8].

Les deux méthodes proposées utilisent 1la formule de Teylor avec
reste intégral : la premiére est basée sur une formule de Taylor multiponc-—
tuelle, la seconde sur des résultats d'approximation faisant suite & un
artiele de J. MEINGUET [59] oill est donné un encadrement de 1'erreur de
meilleure approximation uniforme (ef. &galement G. STRANG [7u4], P.G. CIARLET
et P.A. RAVIART [28], P.G. CIARLET et C. WAGSCHAL [30], R.E. BARNHILL et
J.R. WHITEMAN [12], J.H. ERAMBLE et S.R. HILBERT [16] et [17], C. COATMELEC
[32], P. CHENIN [22], J. DESCLOUX et J. MEINGUET {38], J. MEINGUET [6&0] ,

J. GELINAS [43] .
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1.1. RESULTATS PRELIMINAIRES

Boient k un entier 20 et n un entier > 0 .,

Pour tout cuvert born&, non vide §i de R s pour tout r=0,1,...,k,
pour tout u cCEY (@) , pour tout a € 0 tel que § soit &toilé par rapport

su point & , pour tout x € {i , on pose

1
f1:3.1) Ji{u;a,x] = [ {1—t}k-r Dkﬂu[xi-t{arx}].{a-xlk_rﬂdt ;
Q

ainsi Ji{u;a;,x} € ErtBU,F.] . D'autre part,sous les mémes hypothéses, pour
tout a € §} on note liik(u;a:l le polyntme de Taylor & l'ordre k de u au
point a défini par

k £ L
(1.1.2) vxef, yluellx) = y D u(a).(x-a) -

£=0 L1

et mek(u;a}ix] la dérivée m " "° de 1'application
x»ﬂ:kl:u;a}l:x} "

On obtient alors le résultat suivant donné par GELINAS [u3] .

Proposition 1.1.1

On suppose que k et = sont deux entiers 2 0 , n un entier > 0O
¢t p un nombre tel que 1 < p < + @ vérifiant 1'inégalité k + | >s+§ 5

et que 0 est un ouvert borné non vide de R" .

Alors powr tout r = 0,1,...,8 , pour tout ueﬂkﬂlﬁ} et pour tout a € R

tel que 0 soit étoilé par rapport au point a ,

(1:1.3) (J HJr{u'B x}ilpd.x)upg L [ul pkH1-T
a - [q(k+1-r- %1131[“5{“_1‘”1@ k+1,p,0 i




oi h désigne le diamétre de 0 et oil q eat tel que

1.3

+= =1

i
P

(la valewr du second membre de (1.1.3) étant définie comme valeur limiie

loreque p=1 ou p=+ =),

Le résultat se vérifie immédiatement lorsque p =+ = . On se

borne 4 Etudier le cas 1 <€ p < +» | la démonstration se simplifiant dans

le cas p=1

Posant p = |[x-a|] et ® = X3 » on a d'aprés (1.1.1)

S Eo|

1
- +1
13, (usa,x) || < J ()T |Io" u a+(1-t)06_1|| Tkl
0
Effectuant le changement de variable s = (1-t)p il vient

p _—
IIJ;Eu;n;x}II < I flﬂkﬂu [a+s Ex]il T

8]
n 1 n_ 1
= " i et g o J- |
Comme Bkr=s Pooa P t .ui‘ll+i=1,nn
P 1
obtient en utilisant 1'infgalité de H&lder,
By_4 1/a 1w

p glk+1-r- P p
o (usa,x)|| = ([ s it qlu) (J s ']|pk"'1u [a+s0_1]| qi:-.)
k o 0 %

d'on

(1.1.4)

n
k¥l-r—- = 1
e o /p

2] P
8] n-1-k+1
< 7 ( I g ||IpT a [a+sﬁx]|[ ds ) »

[q(k+1-r- % 0

/o

{ L} H-T;{u;a,xlllpdx ) <

n 1

plk+l-r- 4 p P oy

s L [[ i) Pl[ s" ‘|!|[2Ik'H u [&+sﬁx] | ds)dxlpp
1/a 7

[qlk+i-r— 31 ]
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On effectue alors, dans 1'intégrale du second membre de (1.1.4) ,

un passage en coordonnées polaires usuelles (d'origine a) p , $raeneab 15

ol p désigne le rayon polaire. Notant ¢ = E¢1,...,¢ ) et

n=1
{(p,¢) ;0 eD, ,0<p<p'} le domeine transformé de @ » 11 vient, si

. " i o n=1 = =
1l'on désigne le jacobien par p f($) et si on note H¢ Ex(ﬂ.¢}'
; p 1p
{I ”kau;a,xl" dx )
&
]

4

*

P’ ) e _ P I
2 1 D | J Ipp(k-ﬂ 1) {J <P 1||Dk+1u Ca+s0, || as) Ii‘w.'!ldpd:pl
Ca(ie+1-r- )] 1 Dy'o . ¢

- - *
soit Egalement, puisque p < h ,

-

k+1- o* 5 £
& hu - 17/ ” I L 1|]Dk+‘i1.z [a*s8 1|l |£{¢)]ds dd:-l .
Co(ke1-r- 2)17/%p(kr1-r) 1P p, Jo ¢

Exprimant & nouveau 1'int€grale du second membre en coordonfes car-

tésiennes on obtient

1

1/p K411 D
]
r[ I e | ax) ™
0

P h
;f I usa) | ax) <
qQ = Eq[k+1-r~%]”q{p{kﬂ—r}]up

et le résultat. 0O

Remargue 1.1.1

Lorsque {i est convexe, donc contenu dans une boule de diamftre h,
choisissant pour point a le centre de cette boule (a appartenant néces-
sairement & ) on a en utilisant un raisonnement analogue d celui de la di-

monstration de la proposition 1.1.1 ,
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1/p

[

P
{f “J;{u;z.x}n dx)
1]

{1.1.5) ; - {h]k+1-r
= u ™
Cafi+1-r= %n”‘ltp{kﬂ-rn”l’ k+1,p,00 "2

Remargue 1.1.2

Le résultat (1.1.3) em@liore eeux 4'ARCANGELI-GOUT [8] et GOUT [us],

[u] 1 !I.R+1_r -
k+1-r- 2 K150,8

p 1/p
EI HJi[u;&.xl“ dx ) < :
Q

ainsi que celui dii & MEINGUET [60] dans le cas ol [ est convexe et p = 2
1/2 1

2
( J o7 (use,x) || ax) < — [u] h
g &7 VATTEET— N

k+1-r

s

(ef. également MORREY [63]). O

Avec les memes idées gque celles utilisfes dans la démonstration
des propositions 1.1 de [8] et 2.1 de [45] , et avec le principe de démons-

tration introduit par MEINGUET (pour p = 2) dans [60] on a la

Proposition 1.1.2

On suppose que § eet un ouvert borné convere non vide de R" .
Alore pour tout u EERHEEJ s pour tout r = 0,1,...,k et pour tout

Pis 1Sps+= |, ona

p 1/p s
f[ﬂ[:Jn“Ji{u;x,ﬁ]”ﬂa] dx) < {mesﬁ}u{n.k,r,p[u]k+1'P'ﬂ rtdce

(1.1.6)

8]

avec u(n,k,r,p) = Inf
E

1 » = 1/p
{ {f (1-4)PEMinlt™, (1-t) Mat) }

[q(k-r-g)+1 5 /a
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pour 1 <p <+ o, la borne inférieure étant prise sur l'ensem

ble dee € tels que 0 <pe + 1 et qlk-r-e) +1>0 avee

pday gt
P q

1
B (nyk,r,1) = ulnk,r,+e) = e

Démonstration

Pour p =+ o Jle résultat est immédiat et pour p = 1 il suffit
d'appliquer la proposition 1.1.1, Soit donc p , 1<p<+®. D'aprés(1.1.1)i1

vient immédistement

J 195 (usx,) [|as < 017 ] (1-6)577 || 05" u Lavt (x-a) 1| aa at
. 10,10%Q

TIQ E {
g gt r ( {1-t}qtk-r‘£}dadt] ( J {1—t}PHuh+1uf u+t{x*n}||fdhdu!

10,100 10,10xQ

/o

1/p

1/q . k+1-r P
¢ (mes @) 2!1 ( J (1-6)PE|0"* ' Last(x-a) 1| atda)
[q[k*r*E}+1] ]ﬂ,l[“ﬂ

1
avec £ réel tel que ql(k-r-e) + 1 >0 et %'+ E:* ) [

Prenant alors les normes Lpfﬂ] les deux membres par rapport & X
il vient
1/p

( L} [LEHJ; (uzx,a) |l M}de ) <

(1.1.7) 1

/g k#l=r (1 pe P P
slmes @) i ({ (1) [ 10 teretean] andx|at)
[q(k-r-e)+11 /2 0 QxqQ




Effectuant alers (ef. MEINGUET [60]) le changement de variables
a+y=a+tx-a) si ¢ 5-% yx+y=ga+t(x-a) si t 2

on obtient comme majorant du ler membre de 1'inégalit@ (1.1.7)

1fq hk+1-r 1

1/p
1)
(mes Q) 1/q (mes Q) de#l;P-“ {I

[a(k-r-e) + 1]

0

Gl encors

1

pE o en. . MP
(J (1=t) Minlt " ,(1-t) “Jdt)
k+l-r 0

(mes ﬂ}[u]'k‘ﬂ lp,ﬁh [a(k=-r=g)+ 11 t/q

et ce, pour tout € tel que g(k-r-g) + 1 >0 d'ol le résultat.

Remargue 1.1.3

De la méme fagon que J. MEINGUET dans [60] pour p=2 ,ona
par exemple pour p quelcongue , 1 <p <+ = et pour r ,0LSr Sk
-n/p
1
(plr-r)+1) /P

{1.1.8) uln,k,r,p) <

pour p quelcongue , r =k ,

n-1_ 1/p
(1.1.9) £ - (a > 1)

uin,kk,p) = (E e

pomr pE2,.k-r2l1, a%®il z

o sy )'KE 1
n-1 vV a(k-r)"

(1.1.10) ulnk,r,2) = (

n|—
.

, lef. MEINGUET [601]).

1

pE E 2 p
(1-t) Minlt™®,(1-t) "lat)
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1.2. ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION D'HERMITE A PARTIR

D'UNE FORMULE DE TAYLOR MULTIPONCTUELLE

On suppose gue i

k est un entier 20 , s un entier 20 ;, n un entier > 0

(1.2.1) et p un nombre tel que 1 < p s + = , vérifiant
E+12>s+2 i
E

0 est un ouvert born#, non vide, de R" , & frontidre lips-

(1.2.2) chitzienne tel que § soit Etoilé par rapport & chacun des

noeuds ai de 1'interpolation ,

£ est un ensemble P-unisolvant (ef. 0.2.3), I @&tant défini

(1.2.3) k+1

par (0.2.1) et (0.2.2), et P tél que Pkiﬁ} cPecC™(R).

On désigne par h le diamétre de Q .

Avec les hypothises (1.2.2) et (1.2.3), et pour tout u Eﬁkﬂ[ﬁ},
1l'application d D'u de la formule de Taylor & l'ordre k-r avec reste in-
tégral, donne pour tout x € 1 , les relations

1

r r
)T Jelusegax)

Dru{ai} = Dru(x)+...+ TE%;TI Bku{x].{a;-x]k-r +
(1.2.4)

gvec Osr<s , 1£51i¢% Hr .

Démontrons tout d'abord une formule de Taylor multiponctuelle
dans le cas de 1'interpolation d'Hermite, suivant en cela les idées de
CIARLET-WAGSCHAL [30] et de CIARLET-RAVIART [27] et une suggestion de J.

MEINGUET.
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Indiquens quelgues notations utilis€es dans la démonstration de

ce résultat (ef. coUT [451).

On désigne par A 1'ensemble {1,...,n} et pour tout lﬂ{.&‘,“...lr}
¢ {ﬂn}r s on note E’; 1'61ément de (N°)° dérini per

T = )

g, = (@ yiviy® t s 58,
A A, N

=

ofl les &y s 1 €<is<r , appartiennent & la base canonique de ol

"

D'autre part, on note e, 1'élément de MW" défini par
L]

* 5 .
o TR i
1 r
2
Considérant alors x = Ex,l,...,xrj’ ¢ ®™)F , on dérinit «x A par

F o a e

xel - ll . ”"r
1 - !

o P
ofl xil est défini par (0.1.1).

Enfin pour a et B em’ , a= (a,...50) et B=(B,:.0,B)

on définit la relation d'ordre of sur " par
ek B4 (0, <B , 1<i5n)

Il vient alors

Proposition 1.2.1

Les hypothdeee (1.2.2) et (1.2.3) étant supposées vérifiées,

pour tout u e Gk”{ﬁ} et pour tout m=0,1,...,k , on a pour tout xeld :



N
o
P () (x) = D ulx) + -1-1*! E EIE{u;ag,x}DmpE(xﬂ

i=1
(1.2.5)
N .
+ E’ ._L..j. Er ir Jr{u;a"fr,x}.Er.'. Dmpr (x)
o (k-r)! i=1 5= k i ij ij

ou I désigne l'opérateur de P-interpolation d'Hermite relativement & .

Démonstration (cf. ARCANGELI-GOUT [8], GOUT [45])

D'aprds (0.2.1) et (0.2.5) on a

L Jl'ir d.

5 ir
.2. Mu = o) po Fularl ) B k.
(1.2.6) u i£1 u{al:lpl + r£1 j_£‘r jL (D u{ﬂ-l} E;:J 3pu

Soit alors, pour tout z e y 1'8lEment |1Jz de Pkfﬁl défini

sur f{l par

1pz{x} = {x-z.}u avec ael” , la] s x

Comme P > Pkl:ﬁ} on a en particulier

Ny s Hr Irli:t' & % 2
(1:27) | 900 = T v, (g + 1| T 1 (0%, ()60 (0] -

i= r=1 li=1 j=1

Soit P € N . Compte tenu, que, pour 1 < r < s

T T a! r u-EJ.r EA
Dy (af).E;, = ¥ —= (ai-z) “F(£F.) .
- R | | (E-EJ. )1 i ij
e =r r
AT E
El’rd-{ﬂ.

on obtient en dérivant B fois les deux membres de (1.2.7) par rapport

u
B X



1.11

N
(]
2%y, (x) = L (a9-2)%"p2 (x)
s r ir al u-el " ei g
+1 (I T |1 (et MeT(er ]a p‘.'.fx}’.
r=1 li=1 j=1 (a-e, )1 = 1J 1)
Iel =r T
9 o
=5 r"‘&

3

Faisant alors tendre 2z vers X , on a

N
- a.B s
a ! Gaﬁ = izl (a-x)"3 piix]
(1.2.8)
5 o ¢ % o
.5 ) ( ) o (efx) ME(E) ") 2807 (x)
r=1 IiEI Y Feyed? 1 1J .
A,
E:L rﬂ( s

ol ﬁuﬂ =0 si a# B et Gnﬂ =1 g1 a=§

Soient alors 0<{ <k et |[B| =m =<k ; en multipliant les

a%ulx)

31 on déduit, en utilisant la

deux membres de (1.2.8) par ¥
|a]=£

définition des dérivées Dzu{x]

8 Hu Egu[x}.{a;-x}f 8
Fulx)s, = . 7i ) 3°p2(x)

i=1

(1.2.9)

d. £ Lr .x
(7 [
i (£-r)!

S pm étant le symbole de Kronecker classique.

Utilisant alors & nouveau la définition de la dérivée mléme

de u enun point x de f , il vient
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" k p uh:} (af -x} o
pulx) = § Z . ) D p%(x)
i=1 L 5
1.2.10) y
: s ;r ﬂ%r E u{xl {{& -x} r,ﬁr ) o
* 'E )
r£1 i=1 j=1 Yf=r (L=r)! J Pig™ }

Compte tenu des relations (1.2.4) on déduit alors de (1.2.10) -

k!

HCI
Dmu{x} = E E_l{ﬂoj i J“[u a: ,xfEIDmp“(xJ
1

(1.2.11)

H
5
1 ) r =
+r£1 Lﬂ ps E)ru{a.r} E =g J;{u,af,x) 'Eij]nmyi,jml )

Or, comme, d'aprés (1.2.6) on a

H H d
(1.2.12)] D®(Mu)(x)= u{a“]Dmp“{x] +[ I g (D"u(al) .5 )07p; . (x)
i=1 r=1 i=1 j=1 1 1d
on obtient le résultat & partir des relations (1.2.11) et (1.2.12). 0O
On alors le

Théoréme 1.2.1.

On suppose vérifides les hypothdses (1.2.1), (1.2.2) et (1.2.3).
Sotent 1N 1'opérateur de P-interpolation d'Hermite relativement 4@ L
et B 1'ensemble des fonctiona de base de P relativement @ I (ef.0.2.1)).

Alors, pour tout u € wilaB(g) et pour tout m = 0,1,...,k ,



N

o
E [P:. m,= ,ﬂ}
Cu-Mal, & o kil T/ Tprud e
£y = [Q{k*‘i‘ §}] q[pflﬁT}Ji P k"":?:n
d
I T BT s
o s
5 i {:I:I 151 ijm,»,0' 55 i hk+1-r
= 1
=1 O ot 21 A1) 1178 ketp,0 '
at
[u-Tu] .
(1.e:13)
N
ID [p?]
( p; - N,
S_l | {1 17k+1, |ﬂ} R E{ﬂ h i
k [a(k+1- F}J ’rq[q(k-ﬂﬂﬁp i L p ﬂj ukH,p,ﬂ
r :'1
r k+1=-p
f ! l {121 ﬂET [P ]k""l-"":ﬂ“giej”}h
+
rmy  (E-T)I Calmersie ;}]”q[p{kﬂ-r]]”p
( Hr dir T r k-r
+ A -
121 521 tP; 53,00 (E55))) m tdrp.0
1 1
ol g est tel que F-I-E =1 et on “Er )) = ”EJJ 1” :;j,r" » QVec
= Er
Er {Er'] II F I ij,r, £ ':Hn}
Démonstration

(i) on montre d'abord (1.2.13) pour ucekﬂ{ﬁ} et

ler cas :

TSps+oy

0<m <k (cf. théoréme 2.1 de [u5]




On reprend la aémonstration du thécréme 3 de CIARLET-RAVIART [27].
A partir de la proposition 1.2.1, pour tout m = 0,1,..-5k , pour tout xe a,

il wvient

N
o

5T G| = 5 ‘11 |3 tusag )| 1050
1=

(1.2.1k) " d.
v [T Il 9%l
= (k-r)! PO - g Uiy ij Py x .

. il r r
Aprés evoir majore HDmPij{X1ﬂ par [Pij]m,m,ﬂ , on prend les
normes 1P(9) des deux membres de (1.2.14) considérés comme fonctions

de x et on gbtient

1 Hg 1/p
[u‘nu]m,p,ﬂ £ %l iE1 [I‘nﬂJ;{u;a?-ﬂlr dJL] {P;}m,w,ﬂ
s 3 { N, 44y s = lp 1/p r r
1w gl b Eln“Jk{u’Ei’x” ax) (5P 50 e,

d'ol le résultat, en utilisant ls proposition : I I, 2

ofme cag : m=k * 1 (cf. théordme 2.1 de [(481)

Lae démonstration généralise & 1'interpolation 4'Hermite le ré-
sultat a' APPRATO-ARCANGELI-GOUT [g] obtenu pour 1'interpolation de Lagrange,

le principe de la démonstration &tent identique.

De la proposition précédente on déduit pour m = k et pour tout

x e fl
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N
[}
D¥(Mu)(x) - DMux) = L, L TRluse? 002()
(1.2.15)
fi
7 E E LZ( ). :!n (
* r£1 (k-r)1 i=1 3o u,a i E j X}’

Dérivant alors 1'identité (1.2,15) par rapport & x il vient, pour tout

EeR" ,
H
o) 0.6, 1 [O00gtmsag 20 0008 P4 useg ) (0% a2 .60
1==1
(1.2.6) J o
"L, T [151 E (HEE SRR s el ) g o T ) ]|

Si on dérive les relations (1.2.4) par rapport & x on a

];1-1

DIp(usaf,x) .6 = - u(x). ((af =x)¥.£)

DT (s ) (65,6) = = 0 ut) ((aF-0 T e )

d'ol, d'aprés (1.2.16)

N
o
10" et | < 2y 5 195t 16 [9%200 | + N33 (a2 ) | 1% 52
i=1

s N d.
r 1r =
'}‘L = i£1 j; 15+ Yux) || TUET DI G| + 19 asag ) || €EE 500

5 "Dk'l"l I‘ { }”

et 1'on obtient le résultat, compte tenu de la proposition 1.1.1.



(ii) ©On en déduit le cas général en distinguant les cas P < +® gt p=+o

Reprenant les idées de la démonstration du théordme 1.1 de [B] ,
on vérifie tout d'abord gue pour tout p , ' £ p S+ =, et pour tout
m=0,1,..., k+1 , comme 'n'k+1 Plo)o C3(0) et que P est de dimension

finie ,
Te €GP , WhB(@).

D'autre part, lorsque p <+ = , on sait gque Ckﬂ[ﬁ] est dense
dans W 'P(Q) , pour tout m = 0,1,000,k+1 , puisque (1 est borné et &
L
frontisre continue (cf. NECAS [65]) : un raisonnement par densité achéve

done la démonstration .

Lorsque p =+ %, i1 suffit de remarguer gque, pour tout p = 1

E%) < WIP(e)

puisque § est borné. Dans ce cas, on obtient les relations (1.2.13) en

raisant tendre p vers + @ dans les résultats précédents.

Remargue g -

Pour tout n el , pour tout m eIl et pour tout p € [1,+=l,

pour tout u € WwoP(Q) ; ona

n+m-1y 1/p
) ul
m,P,i

(1.2.17) n [ul, o0 < Iulm,p,ﬂ s( .

Notons que pour m = 0,1, [u]m,‘p.ﬁ s |“lmtp1g



1.3 ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION D'HERMITE PAR UNE

METHODE BASEE SUR L'APPROXIMATION

Indiquons tout d'abord que, compte tenu des notations du §.1.1,
pour tout u e Wk+T’Pfﬂﬁ , 1 Sp s+ @, pour presque tout a ¢ R , 1l'appli-

cation (x,a) w |[D™, (u,a)(x)|| appartient & LP(2 x Q).

Les méthodes utilis@es pour démontrer les résultats de ce pa-
ragraphe sont basfes sur un principe snalogue 3 celui introduit par BRAMBLE-

HILBERT (ef. [16],[171).

Rappelons le résultat, donné dans GOUT [u5] (théoréme 3.1) #ten-

dant & 1'interpolation d'Hermite le théoréme 2.1 d'ARCANGELI-GOUT [81.

Théoréme 1.3.1

On suppose que les hypothéses (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) sont
vérifiden et que de plus § est convexe, N désignant l'opérateur de -
interpolation d'Hermite relativement @ L . Alors pour tout u e Wk+I’F(Q]

pour tout entier m 20 tel que k+ 1 >m+ g— et pour tout q 21 ,

on a .
l1_1
] (mes )% P k+1-m
[u~Tul < b [ul b
1,0,@ 5! [p1 (kb 1n- i}”"'[p{kn.m}j‘f? k+1,p,8
(1:351) 8
-1 [ Eu [p?] }
e {EIEB f” P 1=1 i m,q,ﬂ hk+1

[u]
k! [p'(k+1- -E}]I?E'[p{kﬂl]up BT pl



3 E 1%eaﬂ}9 (1I1 ﬁ£1[P 1m,q H“ELJ”)

[ul =
k-r)! [p' (k+1-r- §J31!P fp{k+1-r]]1fp

h
E+1,p.50

on tei p' est tel que -1‘;,+—=1.

Démonstration (ef. théoréme 3.1 de [u5])

11 suffit de montrer le résultat pour u € (3k+1{ﬁ] , le cas gé-

néral s'obtenant en raisonnant par densité lorsque p < + ® et en passant

i la limite sur p pour p =+ = , Soit donc u e ekﬂ{}

Pour tout ¥ € P , en particulier pour ¢ = wk(u;a} ;ona IY=y,

et par suite
u=-Ta=u- ﬂ.'kl'u;a] + NMfu - lllk{u;a.}l

d'oll, pour tout x e

(1.3.2) D™ (u-Tu)(x) = Dm{u-lpk{u;n]}{ﬂ + Dmﬂfu-lbk{u;aﬂix]-

Or par définition de 1 et en utilisant les définitions des
Ji{u;.a,x} il vient
Hﬂ
1
||Dm[[{u-lka{u;a}HI:’" = i§1 k! |'I]:[uinf,u.)| “Dmp;{xln
{1-3!3)

: ET T Mg tusalae) [HCEE DI Gl

A partir des relations (1.3.2) et (1.3.3), et compte tenu de la



définition de J:{u;x,a} , on déduit

]
Q
0" eall < Iopusealll + T 19gtusag,e)] [19%300

(1.3.4)

N d.
& r ir
¢1 7 J-ET rr=yuall CACTEHEN NP SO TT

Prenant zlors les normes IP(Q) des deux membres de (1.3.4)
considérés comme des fonctions de a , utilisant la proposition 1.1.1 et
prenant enfin les normes L%Q) des deux membres par rapport & x , on

obtient les majoratioms (1.3.1).

I1 suffit alors de remarquer gue Wk+t’P(ﬂ}C; wi(Q) puisque

E+1>m+ % et que ! est borné, pour achever la démonstration. 1]

Remargue 1.3.1

Le théoréme 1.3.1 peut n'avoir lieu que pour des valeurs de m

telles que 0 <m=s s .

Utilisant alors les résultats de la proposition 1.1.2 on peut
alors montrer le résultat suivant, 4 partir de 1'idée de J. MEINGUET rappe-

lée au §.1.1 :

Théoréme 1.3.2

On suppose que les hypothéses (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3) sont vé-
rifides et que de plus 9 est comvere et que N est l'opérateur de P-in-

terpolation d'Hermite relativement & I . Alors pour tout u e WP (g



et pour tout m = 0;1,...,5k%

1 ]-1+1-II1
[u-nu]mjpiﬂ a EI u{n:k:mip} fu}k+1 :P|ﬂ h
[‘i
= E [
pr]
(1.3.5) | odmes @) P ( 1 m’P’ﬂ) ful gt
k! [q{kﬂ- L)1 arp(er)1 /P KRS
N. d.
r Cir
_ 1 ) I [ps .1 f{E T.'
(mes §) b (i=1 j=1 1'] m,p,8 ) [u] hk"'l-l‘
L = o vl _Aq\/E S
ra] (k-r)! [qlk+i-r 5 )17 *[p(k+1-r)] k+1,p,0

of gq est telqueé—-r—‘-

p

il
—_—

Démonstration

Comme pour le démonstration du théoréme 1.3.1, il suffit ieci éga-
lement de montrer le résultat pour u e C kﬂ(ﬁ] et pour 1 sp <+, le
résultat général s'cbtenant par un raisonnement par densité lorsque p < + @
et par passage & la limite sur p lorsque p =+ @ (notons que 1lim

P—b-l- m
p{n,km,p) = 1)

kif a).

Soit done u e G Comme précédemment on obtient la rela-

tion (1.3.4) , d'oll il vient, en intégrant les deux membres par rapport
i a

[n"Dm{u—lIu]{x] llaa = [ﬂ"})m{u-lpk{u;a}] (x) ]| da



it
o
(1.3.6) + iLJiJ“(;?,}dl D"p(x)
DA R L]
N d
T F - 1 J Foo oo p r m_r
+ rEj i£1 ;EI =i ¢ ] 19 (usegadllan) (&N ]07p; , (x)]

Prenant alors la norme LP(R) des deux membres de 1'inégalité
(1.3.6) par rapport & la variable x , il vient compte tenu de la propo-

sition 1.1.2 et des majorations (1.1.6) :

= (mes Q) %! u{n,k,m,p}fu]kﬂ .8 hkﬂ"m

(mes £) [“”H“]m,p 0 B

N

1 ? o o o
(1.3.7) * 21 [{Jﬂ”g{“?ﬂi'“”“} [pi]m.p.ﬂ]

1

Hr ﬂir 3

B
T T
1 3 1 iy [t[ﬂHJk{u,ai,aHMn]{{E‘;:j},'l[:pij]m’p’ﬂJ

r=1 i=1 j=1

Mais on a également

1/a e
Jﬂ[.‘.f;{u;a;.a}iﬂa < (mes Q) {[ﬂHﬁiu;n;,a]dea )

et de méme

1/p

1/q
Jﬁ”Ji{u;a?,a?‘" de < (mes Q) I:In||-1;[u:ﬂ-;.ﬂ‘-”|pﬁﬁ]

Utilisant alors les majorations (1.1.3), le résultat suit. [J












Chapitre 2

ELEMENTS FINiS RATIONNELS

DE TYPE WACHSPRESS

SUR UN QUADRILATERE

Ce chapitre a pour but d'étudier la construction et les propriétés
d'&1éments finis rationnels de type Wachspress sur un quadrilatére (cf.

WACHSPRESS [85], APPRATC-ARCANGELI-GOUT [e] , [7] , couT [s6] , [u71)






2.1

2.1. NOTATIONS GEOMETRIQUES

Dans tout ce chapitre, sauf dans le §.2.5, les &léments finis consi-
dérés sont construits sur un quadrilatére K convexe, fermé, de :BE. non dé-
généré en trapéze cu en parallélogramme, de sommets a; iel=2 yz » Du-
mérotés de telle maniére que les sommets a; et =&, soient cons@eutifs et
que &, 8oit le sommet de K le plus £loigné de la diagonale extérieure d

du quadrilatére K .

Pour tout i € I , on désigne par d. 1la droite passant par les

points & , et a, et par £, un Elément de P.ICF{E} tel que £.(x) =0
i

soit une &quation de d; + On note b, (respectivement bgl le point d'inter-
section des droites d1 et d3 (respectivement des droites dE et dh] et

b, le point d'intersection des diagonales intérieures de K .

3

D'autre part on désigne par £ un élément de P, CREJ tel que

£(x) = 0 soit une éguation de d .

De plus, pour tout i ¢ I , on appelle 8 44 le milieu du cdté
¥

d'extrémités a. et a. et on désigne par £'; un €lément de P1m"°] tel

1 i+]
que E'ifx} = 0 soit une &quation de la droite passant par les points 8 1.
¥

et a'i,i+1 *

Enfin on désigne par dy 4 (respectivement d, y) 1a diagonale in-
¥ L
térieure de K , passant par les points 8, et a, (respectivement par les

points a, et a)).

Indiquons pour terminer, que si la construction des &léments finis



2.2

de Wachspress de degrés 1 et 2 est directe, celle des &léments finis ration-
nels de Wachspress de degrés 2 3 (sur un quadrilatére) nécessite 1'utilisa-
tion de la transformation géométrique de Coxeter-Wachspress, qui fait cor-

respondre un carré & un quadrilatére convexe.
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2.2, TRANSFORMATION DE COXETER-WACHSPRESS

Rappelons tout d'abord la définition de la transformation de

Coxeter-Wachspress (cf. WACHSPRESS [85]).

Soient K un quadrilatdre convexe de RS » non dégénéré en trapize

ou en parallélogramme d&fini comme au §.2.1 et K le carré de ]!2 de socm—

mets E1={-1,1}; EE={'15-I}|§~3={T1-1} et ih={1,11¢ Un note

d. , i €1 1le droite passant par les sommets ﬁi_1 et ‘i

o

fig.2.2.1

Soient 51, EE' £3 les coordonnées barycentriques du point ay,
par rapport aux points by 4 By, by et soit § la droite d'équation
s(X) =0 oli s est 1'élément de Piﬂﬂg} défini par

{2.2.1) s{ET.iE,\ = E‘E‘ P EE:T;E + 53 ;



2.k

Notons que E{Eh} =1 .
De ces définitions on d&duit la

Proposition 2.2.1.

Les eoordonnées barycentriques E1 ; EE F: 53 du point =) par
rapport aux points b, , b, , by , et s € P1£R2] défini par (2.2.1) vé=-

rifient
£, <0 , £,<0 , E2>1 ,
(2.2.2) ! £ 3
yEeK , s(%) 1
Démonstration

Les inégalités E, €0 ,E,<0 et 53 > 1 résultent immédiatement
de la position du point &), par rapport au triangle de sommets b, , b, , b3.

De plus, d'aprés (2.2.1)

¥Rek (@) 2s(8) =1 . o

On considére maintenant 1'application G d&finie sur R° par

2

(2.2.3) ¥ {11.121 eR™ G(ALA,) = 111;] * b, + {1-11-1211:3 .

ou les scalaires 11 ,12, {1“11-121 sont de fait les coordonnées barycentriques
du point G il.l,lE] £ZRE par rapport aux points by s by s ‘n3 , ce qui montre

gue G est une application affine inversible de R® sur IIE -

Soit d'autre part 1'application H définie sur BE - 8 par
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-

2 5%
(2.2.4) v (R.8,) eR° - 8 (X, .%,) = ( ,
s(%) s(%)

£%o

Y

On définit alors, & partir des relations (2.2.3) et (2.2.4), sur

R -8 » 1'application F = GoH , appelfe transformation de Coxeter-Wachspress

et 1'on a, pour tout ¥ fit'i'e} R -8

EXb. + £EXb.+ £
{2.2.5) x = F(&) = 17171 E{%EE i3

11 est clair que 1'application F est life au gquadrilatére K .

Un a alors (ef. APPRATO-ARCANGELI-GOUT [6], WACHSPRESS [es1,
APPRATO [4]) la

Proposition 8.2.2.

L'application F définte par (2.2.5) vérifie les propriétés sui-

vantes :
{i} VX EEE"E 3 S{i} - E{ah};‘etx] ol x = F(%)

(ii) L'image par F d'ume droite distincte de S (privée éventuellement de
son point d'intersection avee B est unme droite (privée éventuellement de son
intergection avee d) ; de plugs F est une bijection de R° -5 sur R° -d

et F eonserve le birapport de quatre pointe alignée.

(545} FO)=by s viel F(E)=a et FlE) = K .

: ; : 2 4 2 : s
(iv) P estun C difféomorphieme de K sur K et le jacobien J(X) de
2(aire du triangle blh2b3}£l§EE3

53{i}

F en X est tel que |J(X)|=

Démonstration

———— e =

(i) £ ¢&tant affine , si x =F(X) , on a
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£i%,8(b)) + E5x,8(0,) + EL(b) £ L(by)

ex) = 5(%) - . n

et d'aprés (2.2.1)

£4L(05)
E{Ehj =_5ta_hj__= ES'EI:bBJ 1

d'oll le résultat.

ii) A partir de la définition de F (ef. (2.2.5)) on vérifie immédiatement

que F est une bijection de i S sur R - d . De plus, comme

- ¢ih‘:| 2
x = F(%) @{xi-m,i=1,2 avec ¢. e P,(R°)) ,

il est clair que si A est une droite distincte de § s F(A-(& n 8)) ne
rencontre pas d et F{A-(A n 8)) est une droite.

iii) On a immédiatement F(0) = h3 et Fl.'i.h] =8, .

D'autre part il suffit d'utiliser (ii) et le fait que

lim Fci1.: 1=b) et lim F(%1, &

x1l-l-i-w Ezw-l-m

5)
pour montrer que F{Ei} =a, , 1%i<3 .,

Utilisant le continuité de F , la connexité des segments [Ei.“ |

H'5,+‘I

et (ii) on montre que

F{[ii,Ei+IJ] = Iai.ai+1]

d'odl 1'on déduit que F(K) = K ,

(iv) On d&duit de (2.2.5) que le jacobien J(X) de F en R eR° - § est
€gal en valeur sbsolue &
2[aire du triangle b1h2h3]515253

s3(%)

o) =
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F et F-1 étant homographiques par composante, il en résulte que F  est
g &
un € difféomorphisme de K sur K . 0

D'autre part il vient la

Proposition 2.2.3.

Pour tout k el , F étant la transformation de Coxeter-Wachspress

définie par la relation (2.2.5) ona

{# : K»R ,4 v eP, (K),=voF} = {¥ : KwR, 3 ¢ P (K) , v =§E}
8

et

E
Ek

~ ]
{v : Kk»R ,HG:PH{K]I,vnﬁaF Y= {v : KnR,ip e P (K), v=

o F, s et L sontmispour Fl ., 5|, et £|

K

Démonstration (ef. APPRATO-ARCANGELI-GOUT [61)

De 1l'expression de F on d&duit imm&diatement que

{T:K»R ,dv e B (K), $=voF} c {F : K»R , 35 € P, (K), &EE}
5
et que
{v:KwR ,3% € P (K), v=9oF '} ¢ {v : K» R ,apeP,(K), ﬂi_}“} :

Compte tenu du fait que % 0F ' = ct®x ¢ s le résultat suit. ]
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2.3. ELEMENTS FINIS RATIONNELS DE SERENDIP DE DEGRES 1 ET 2

(cf. WACHSPRESS [85] et &galement APPRATO-ARCANGELI-GOUT [61).

Dans ce paragraphe K est un quadrilatére convexe, fermé, de ZHE.

2.3.1. Elément fini rationnel de Serendip de degré 1

Lorsque K est un quadrilatére non dégénéré en trapdze ou en paral-
l8logramme, on définit P comme 1'espace vectoriel engendré par les fonctions

Ve, iel, définies sur K par

" T )
1+2 U143
(2.3.1) ' R iy

ol pour tout i e I , ¢; est une constante telle que Hi{gi] =1, et

(2.3.2) L= {v H-v{ai}, i:e 71}

Lorsque K est un trapéze on prend pour £ un #lément de PqﬂEE}
tel que £(x) = 0 soit une &quation de la droite passant par le point d'inter-

section des cGt€s non paralléles,et paralléle aux deux cStés parall@les de K.

81 K est un parall@logramme, on convient de prendre, dans (2.3.1) ,

On vérifie immédiatement que les w; » 1 €1, sont les fonctions
de base de P relativement & I , et donc que le triplet (K,P,L) défini par

(2.3.1) et (2.3.2) est un Z1ément fini.
D'autre part on & le

Théoréme 2.3.1
L'élément fint (K,P,L) défint par (2.3.1) et (2.3.2) est de de-

gré 1.



Démonstration cf. WACHSPRESS [85] [

L'élément fini (K,P,L) dérini par (2.3.1) et (2.3.2) est appeléd

El€ment fini rationnel de Serendip de degré 1.

Propogition 8.3.1.

L'éLément fini rationnel de Serendip de degré 1| est de classe C° .

Démonstration

Il est clair que les restrictions i chagque c8té K' de K des
fonctions de base w; appartiennent & P1{KJ (propriétés des faisceaux de

droites) ; le résultat s'en dfduit immédiatement. 0

2.3.2. Elément fini rationnel de Serendip de degré 2

Lorsque K est un quadrilatére non d€généré en trapéze ou en paral-
l&élogramme, on définit P comme 1'espace vectoriel engendré par les fonc-

tions w, et w, igq » + € I, définies, compte tenu des notations du §.2.1

e
par
£ B P
W. = ci i+ 1+3 1 >
(2.3.3) b
. _ 142 i+3£i
i,i41 © %,i+

otl, pour tout i € I , les constantes e, et C; ;47 Sont telles que

(a.

wilag) =g aaley guq) =

et

(2.3.4) L= {y o) . ieT 3w H'v{“i,i+1 ., 1e 1} .



Lorsque K est un trap@ze ou un parall@logramme on procéde comme
dans le cas de 1'Elément fini rationnel de Serendip de degré 1

{1 e I) aont les

On vérifie immédiatement que les w, et w. o
¥

fonctions de base de P relativement & I , et done que le triplet (K,P,I)

défini par (2.3.3) et (2.3.4) est un &lément fini.

De plus cn &8 le

Théoréme 2.3.2

L'élément fini (K,P,L) défini par (2.3.3) et (2.3.4) est de de-
gl”éa.

Démonstration eof. WACHSPRESS [85] O

L'€lément fini (K,P,L) défini par (2.3.3) et (2.3.4) est appelé

€lément fini de Serendip de degré 2 .

Proposition 2.3.2

L'élément fini de Serendip de degré 2 est de classe C°

Démonstration

Elle est analogue & celle de la proposition 2.3.1 ; iel pour tout

cOté K' de K, et wi—l,ilx? € PE[K'}. 0

wilKl
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Hemargue 2.3.]

Soient Wi s 1 €I, les fonctions de base de 1'&1ément fini ration-
nel de Serendip de degré 1. WACHSPRESS montre gue lorsque a, tend vers un
point @& du segment [&!’33] » 188 droites dE‘ d3 et d tendant toutes

vers a, ; (d'équation 31’3111 = Q) .



£1 31.:::}
Alors : lim whfxﬁ = ir—*rg'r"
a+a 1,374

2

. I {ﬂ] -Eh{x}
llm[wixl _{_}T" x]=W,

EE*E 1
£,(a) ] -Eﬂxl

im [wyte) + (1 T,y 2] ST

&E*a Dt

On retrouve ainsi les 3 fonctions de base de 1'&lément fini polynomial de

Lagrange de degré 1 sur le triangle de sommets e, ag &




Z2.4. ELEMENT FINI RATIONNEL DE SERENDIP DE DEGRE 3

Dans ce paregraphe nous ne donnerons que les principaux résultats

concernant la construction de 1'élément fini rationnel de Serendip de degré 3.

Pour la plupart des d@monstrations nous renvoyons au paragraphe 3 de 1'article

d' APPRATO-ARCANGELI~-GOUT [6]

Rappelons simplement que la construction de cet #lément fini se fait

4 partir de le construction d'un &lément fini polynomial de Serendip sur K

R

(& noeuds irréguliSrement répartis) de degré 3 , soit (K,P,I) , et en uti-

sent la transformation de Coxeter Wachspress (cf. propositien 4.1 de [6]).

Soit dome K wun quadrilatére convexe défini comme au paragraphe 2.1

et &.

5 ” g P
Solent d'autre part, pour tout i e I , les points a. 1#1,4#1 .3

f.i 4%

définis par
1 1
- 3[2&i+ﬂi+l} El Ei+1 ..i"'"I ..i - E{H-i"'zﬂ-i_".l}r

.) un &lément de

respectiv 1 :
(respectivement 41,0411

De méme on désigne par zi,i,i+1

(x) = 0 (respectivement £. (x) = 0) seit

2
P1HH ) tel que £ 141,341,

i,i,i41

une #quation de la droite passant par le point a. (respectivement le

3l B

. . A 3 .
point ai+T,i+1,i} et par le point d'intersection des droites di st di+?'

Enfin, on désigne par Y; » i€ I, un Elément de ngﬁz} tel que ?iix} =0

soit une quation de la conigue passant par les points a.

Y.
1 a T -
B A du v %40 g g iellequende plus 2" F)(%) ne comporte pas de te:

" T3 2
mes en X%, (( EE' o F) e B,(R%))

Soient slors P 1l'espace vectoriel engendré par les fonctions

i-1,4-1,1 * % ,i,i-1



LA “i,i,i+1 et wi+1,i+1,i » 1 €I, definies sur K par
_— £i+EEi+3Ti
i T T !
(2ik.1) . .. £iliadtivabivg i g
CRi 1,1,1%1 1,1,1i+1 £ !
. 84 otiasty g i
Hia1,ie1,0 T Cien,isn,i z ’

cil les constantes .

B, = &, ; . Bont telles que w-la. =
PR T L T BT O q 1[31}

¥ 1.ae08, 0,000 T Maeee, i B g =1 . ot
(2,4.2) L= {vkrv{ai}, iel 3 v » ?{Ei,i,i+1}'l£1 s v ?{ﬂi+1,i+1.il‘l£I}'

On montre (ef.5.3 de [6] que les fonctions w., w, et

il S NS
W s . , iel, sont les fonctions de base de P relativement & I et
I41,141,;1

denc que le triplet (K,P,I) d&fini par (2.L.1) et (2.h.7) est un El€ment

fini. De plus on & le

Théoréme £.4.1.

L'élément fini (K,P,I) défini par (2.4.1) et (2.4.2) est de de-
gré 3 .

Démonstration (ef. théoréme 4.1 de [6]). a

L'élément fini (K,P,E) défini par (2.4.1) et (2.4.2) est appelé

€lément fini rationnel de Serendip de degré 3 .

D'autre part on a la

Propogition 2.4.1

L'élément fini ratiomnel de Serendip de degré 3 est de classe C°.



Démonstration (cf. Proposition k.2 de [61).

’/’;1 |

Elfment fini rationnel de Serendip de degré 3 (fig.2.4.1)
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2.5. ELEMENT FINI RATIONNEL DE SERENDIP DE DEGRE 4 (cf. GOUT [467)

Soit K un guadrilatére convexe d&fini comme au paragraphe 2.1.

La méthode utilisée ici est enalogue & celle employée pour la construetion

de 1'élément fini rationnel de Serendip de degrd 3 .

2.5.1. Construction d'un &lément fini polynomial de Serendip de degré L sur K

(& noeuds irrégulidrement répartis)

Scit K le carré de référence introduit au §.2.2.

Fo i e olent &. . . 8. 8. . . i
ur tout 1 € I , soien AR5 1 B TG € 5 B £ % 1 (] trois

points quelconques du cSté d'extrémité a, et Ei+1 , différents de Ei et

-

i et distincts, (resp. & ) désignant le point le plus

y B, . . . .
141 Lal il 1¥1,1%1,1

proche de Ei (resp. de ai+1}.

Pour tout i € I on désigne par Ei un €lément de PIGRE] tel gue

[resP'£i+1.i+1,i}

= E e ﬁ. ﬂ — —
un £lément de PIUH ) tel que Ei,i,i+1[x} 0 (resp. £i+T.i+l,i(x] = 0)

Eifﬁ} = 0 soit une fquation de la droite d; , par zi,i,i+l

)

soit une fquation de la droite passant par le point & (resp. &

et paralléle & d; . enfin par Ei

1,1,1+1 i+, 41,0
2 7 e
ey UM Elément de P1tﬁ ) tel que Li,i+1{x}

= 0 soit une &quation de la droite passant par Ei et paralléle & d; -
]

i+1

Pour tout i € I , soit d'autre part Y; un &lément de P3CEE], ne

afa 2

comportant pas de termes en X.X, et en ijig tel que Ti[i] =0 soit une

fquation de la cubique passant par les polnts ai-1,i—l,i . ni-i,i i Ei,i,i*?'

B goger o B g v Bgg iy o O centrele X

(On vérifie sans difficulté l'existence et 1'unicité@ d'une telle cubique).
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)

un &lément de PEEHE} tel gue

Enfin, pour tout i € I , pour tout Ei.i,i*1 {resp. By e1,541,4

o dbsidne par By ;5 5. (0EB Bl gy 3)
P; i,i+1{i] =0 (resp. §i+1,i+1,i{i} = 0) soit une Equation de la parabole
k]

P
T e - =3
d'axe paralléle & di et passant par les pointz O , Ei,i+1 = Ei+1,i+l,i

un &lément

- -

2 [ - B: ;s
(resp. s L C R W R

de PE{HE} tel que f}i

). De mZme on dfsigne par Pi,i+1

i+1{i} = 0 soit une &quation de la parabole d'axe
]

paralléle & di ; passant par les points 0O , B et (on

o = i, . 2
1,3,1%] L, 5 B 5, O 5

vérifie facilement 1'existence et 1'unicité de ces paraboles &ventuellement

dégénérées en deux droites paralléles & di].

X

T T
1 | a
8, oo i B
’ 2. (%) =0
8112 i ? i3
-.---_-ﬁ-'u -l‘ﬂ-‘
12 -~ -~
h“J‘; s
oy [ I %
R el 3k 1
i) [ DT
- -.-'FTh ‘E [ ] A
B,1p(%) = 0 "33
[ 3 £r = o .
& & i a br
2 223 23 332
(fig.2.5:1)
Soient P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions #; ,
a9 0 0 oge o ﬁi+1,i+1,i »iel, et @ définies sur K par

(8.5.5)

=

gl g1+1



Biae1 = Cie Mee Yea

¥
¥
¥

e =2

" * & & a E‘ a " - a 3
IF1 a4+t I+T3+is1 T1¥2 13 JE1 ﬁ1+1,1+1,,:|. g

=8, L L, 53 &,

)

oli les constantes ¢&. , Ei ”

: Ak et ED sont telles

(&, ) =

ﬁi A& # &
G P T o S " ik

¥ a El- & &
L i+l * Tt dela

i
walde) = W o skl 5 s = ¥ . f. B. "
e le31} ﬁ1,1,1+1{a1.1,1+11 1,1+I[ai,1+T} " B'J.M i+1

ﬁhtﬂ} =1, e I 1'ensemble

)T,

(2.5.2)] I = {#+~ % i+1 i41,i+1,1

i,i,i+1}-“""‘”:“i,

On vérifie immédiatement gue les fonctions ﬁi, RO ﬁi,i+1
W,

: . ,ielI et % sont les fonctions de base de P relativement
o [0 T 2 B o

-

& L, et donc que le triplet (K,P,I) défini par (2.5.1) et (2.5.2) est un

&lément fini.

Remaraue 2.5.1

L'introduction d'un point intérieur est nécessaire pour construire
un £l&ment fini de Serendip de degré L . En effet si les noeuds de 1'élément
fini &taient tous situfs sur le bord de E s l'&lément EE EE EE Eh de PhﬂE]
ne pourrait sppartenir & ; puisque s'annulant en tous les noeuds de 1'&lément

fini.

On a alors la

Proposition 2.5.1.

L'élément fini (K,P,L) défini par (2.5.1) et (2.5.2) est de de-
gré 4 .

) iel;w(0)}.
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Démonstration

I1 est clair que P 3 P5{E] puisque dim P = 17 et dim P5{K}= 53,

D'autre part soit ¢ € PH{K} quelconque. On considére la fonction ¥

définie sur K par

o ¢j -{iEI [ {Ei}ﬁi ¥ *{Ei|i1i+1}#i!i:i+1 i wl{ﬁi gi+1 )ﬁi‘i‘l“l
¥ JM“:i.'l"l,,i+l,,i_ ﬁi+1,j_+1_i] + (o) ﬁu} .

Compte tenu des expressions (2.5.1), ¥ appartient & P5{H} et la
restriction de ¥ & chaque cté K' de X appartient 3 Ph{K'}. Vu la défi-
nition des noeuds de 1'Elément fini, on en déduit qu'il existe des constantes

ET‘ EE‘ E3 telles que

V(R,0%,) € K, 9(2,,2,) = (8%, + 8,8, +8) (1-2D)(1%D) .

Comme # s'annule en 0O , EE =0 . De plus 1l'identification des termes en

i? i; et i1 RS montre, puisque les Y o» i eI , ne comportent pas de ter-

s D et

ne

=t

HE - A.E
mes en X 22 et X, X5 et que les ﬁi,i,i+1 T 1, §,i%7

comportent pas de termes en X, RE que

d'oil le résultat. a

2,5.2. Construction d'un &lément fini rationnel de Serendip de degré 4 sur K

Pour tout i e I , solent a. . . y B et les

1,041 i,i+1 fer,der,d

points de K définis par (ecf. fig.2.5.2)
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. . 2
(25:3) | 8 5 501™ T038%0500 )0 8 500™ 208198500 )s 854y 5a0,5™ Tl *304).

s

fig.2.5.2

F désignant la transformation de Coxeter-Wachspress introduite

au §.2.2, soient maintenant les points de K, B 1,041 * B 147 et

Ll - n -

ai+l,i+1,i définis pour tout i e I , par

(2.5.0)] B s s SF oy s )ame o =F ey cuds Beus cpn o= F Vel o0 ok
: T3l 1] S0 L R R 6 1i+17" Tielien,d 8 5 5 I

les points UER TR Ei,i+1 et Bor, i1, dépendent bien &videmment de K

Utilisant alors la méthode du paragraphe 2.5.1 on construit un £1&-

ment fini polynomial de Serendip (K,P,I) & noeuds 0O = F_1{b3}, B % o7 o
1 151,14

ai,i+1 et ai+1,i+1,i 3 1 € 1T , irréguliérement répartis.

Compte tenu des notations du paragraphe 2.5.1, on désigne par P
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toa 4 3 i = 4 e B = e =
1'espace vectoriel engendré par les fonctions VYt 0 Yo g9y

“g+1,i+1,i s 1 eI et Hh} définies sur K par

v =e@[ror]
]
4 ﬁi 1,141 =1
Mg =8 @ g g0y I‘_{_—Tﬁ}” ] )
{2:5:5) iy = 11+” E i,i+] -J .
bya 1,i+1 ~1
Min,ae,g T8 (g ) [} = 1+ —EHELE o -] ’

%, ° o) o EE ) o F‘j :

et on note I 1'ensemble

(2:5.6) |z = {'-""\r{ﬂ 3."'-"""‘-'!'.& 3 14_1],1&";!,'111 Ji+1 ,v*'v{a.-ﬂ i},ic]’; W"th_-!”-

On vErifie que les fonctions ie W F fag oMy e TR RELEN
sont les fonctions de base de P relativement & § ot done que le triplet

(K,P,I) 4éfini par (2.5.5) et (2.5.6) est un “lément fini. &

A partir des relasticns (2.5.5) on peut obtenir une définition locale
des tonctions de base de 1'4iZment finmi (K4F,L) c'eat-d~dire directement en

fonction des Eléments géomftriques de K .

Pour tout i ¢ I désignons par Y; 1'&lément de Fgfﬂaj s Dpa&r

- :J - *
p; iAW) By 41 Pi+1,i+1 ; les ElBments de PEUR ) définis sur K par
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(2i5.7)

=£[P" oF } ]

Pi,i-ﬂ 1,141

EA =
Pis1,i#1,i © . {Pi+1,i+1,iﬂF b

L'équation Yi(x} = 0 est celle d'une cubique passant par les

i L ; SR P | - P 2. . &, ; ot b ;
points 05 o (8 e b I TR 7 U U L O U € e T < Bl T T ¢ g lon

peut préciser deux autres points de cette cubique, en utilisant (2.5.7) ot
la eubigque ?i » afin de la déterminer gfométriquement). De méme 1'équation

(x) =0 ou p. .(x) = 0) est celle

(x} =0 (resp. p; 41,4413

Pi,i,is 1

et a. (resp .

d'une conique passant par les points h3 B 141 31,4
7 ]

1,41
by » 8 i.4ey b Ei*!,i+1,i ou h3 By ey s Bi,i,i+I] ; on peut ici aussi
indiquer deux autres points de ces conigues, # partir des relations {2.5.7)
et des coniques correspondantes dans K afin de les diterminer glométrigue-

ment.

On en déduit alors, que pour tout 1 e I s les fonctions de base
de 1'€lément fini (K,P,I) s'dcrivent encore, sur K , par

Lol
& e 1+2 143 '3 .
b2 1

£ L. & .

2 o i+2%i43%iP 4 i
i,i,i#+1 i,i,i+1 £ :
(2.5.8)

o LiacliaaliPs 14
i,i+1 = %i,ie £ ,

W = o iie‘ei“'-a‘f-ipi*“l ii+1 |i £
i+1,i+1,i i+1,i41,i /.

“1:3 = %3 L6418,
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ou les constantes ci 3 ﬁi,i,i+1 " Ei.i+l - ci+1,i+1,i " cba sont telles
la. ) =w, . . Wi - i i X
e w1{“1] 1,1,1+1{ni,1,1+1] = t"":|.,1+1'[.E:L,.:.+1'} = u1+T,1+1,i{ai+|,i+l,i}
=% (b)=1 .
b
3 3
On 2 slors le

Théoréme 2.5.1
L'élément fini (K,P,L) défini par (2.5.5) et (2.5.6) est de de-

gré L4 .
DEmonstration
I1 est clair gue P 3 P5{K} car dim P = 17 et dim PSIK} = 21
Soit maintenant Y e Ph{E}' On considére la fonetion v définie
sur K par

v=yo L [ﬁ(ai}wi+¢(ai - }wi 1

fel O G | 1+¢{Ei,i+1}w 1+w[a. ; ¥

Ads i,i+ ie1,i41,1 Miet i ,0

v &(bawaB} .

Alors,compte tenu des relations (2.5.3), (2.5.k) et (2.5.5), et comme

d'aprés la proposition 2.2.3 ,

- - -~
a0 er(K) , yor=Y |
8
il vient

1 = e e e S 2 =
G ;Er{¢HEEIE¢{Ei]Hi*¢{aifisi+1}ﬁi:i,i+1+w{ai,i+1]ﬂi,i+1+¢{ﬁi+l,i+t,i}"i+1_5;|,]T

= wlo)w b .
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Comme, d'aprés la proposition 2.5.1, P > PhIK} , le résultat

suit. 0

L'€lément fini (K,P,I) défini par (2.5.5) et (2.5.6) est ap-

pel€ El€ment fini rationnel de Serendip de degré L4 . 0o

On & enfin la

Proposition 2.5.2

L'élément fini ratiomnel de Serendip de degré 4 est de elasse ©°.

Démonstration

On déduit des relations (2.5.8) que les restrictions des fonctiono
de base de 1'Elément fini & chaque ¢5t€ K' de K appartiennent i Ph{H'}

(propriétés des faisceaux de droites), d'oil le résultat. 0



2.6 CONSTRUCTION D'UN ELEMENT FINI RATIONNEL D'HERMITE DE

DEGRE 3 SUR UN QUADRILATERE

0.6.1. Résultat prélimiraire ef. GOUT [47]

SBoit K wun quadrilatére convexe défini comme au §.2.1 et pour
tout i e I , soit Y; un Elément de PEUHE}, 5'il existe, tel que Ti{x}=u

soit une &quation d'une conique 1‘i telle gque

Yi(a5,q) = v;(e ) =0

D{£;,,v; )08y ) (0 1-a5) = O

(2.6.1)
D‘£i+3Ti{5i}* {ﬂ-i_.F_'a-i} =0

Ti{i}. oll % ™ EE{YiGF} , he comporte pas de termes en itiP‘

D'aprés les propriétés de F rappelées au §.7.2, ¥ est un #17-
i

ment de PEEBEI tel que ?iii} = 0 soit une fquation de la conique Ti

transformée de Ti par P

On déduit des propriftés de F que pour tout ,j ¢ I et pour

tout i e I la relation

est Equivalente &

i)
(2.6.2) n(—ﬂL){a.}.{a.H-a.] =0
8
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Remarque 2.6.1

On peut noter que la relation D{£E+Eyi}{ai}.{ai+1-ai] = 0 peut

s'écrire également

i [

Yi(e;) = Dy (a;).(a; -0,

i T = =
et 1'on a un résultat analogue pour la relation D(I.i +3T;i_”ai:"tﬂ'i~1 a;) =0

) i

qui peut s'écrire Ti{ai} = D?i[&i)'{“i~1"ai

Ces relations montrent en particulier que l'on a mi{“i}'{“i+1'“i~1} =0

ce qui montre que si la conique I'i existe, la droite passant par B menée

perpendiculairement 4 la droite passant par les points a.

141 re-

et B: 4
coupe en général Pi en deux points ol la tangente & Pi est paralléle &

la droite passant par les points 8 4 et 849 °

Signalons d'autre part que les conditions (2.€.1) impligquent que
Y; s'il existe est tel que "ri{ai:l $£0. 0
Il vient alors la

Proposition 2.6.1

Pour tout i e I la comique T, vérifiant les propriétés (2.6.1)

exitgte et est unique.

Démonstration

Compte tenu des relations (2.6.1) et (2.6.2) et des propriftés
de F , démontrer la proposition 2.6.1 revient & démontrer 1'existence et
1'unicité d'un £lément Y € FEI:HEJ vérifiant les relations

l"“} s Tlfﬂi""1

(2.6.3) - -

itz Vi B
n(lT )@y, 80 =0,

)=0
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-

L. .y
L e T ey o _

g

- _ g & _n
71{21,22} = uii1 + Bi EE + ﬁiiT - Eiiz + 1.

oil &, E!i, ﬁi, E; €R et ol on suppose donc que Fi ne passe pas par

1'origine (par suite I"i ne passe pas par b3],

]

1 E

liotant alors pour simplifier X = i et = » 1'équation de
3

ml
[PV I

la droite 5 introduite au §.2.2 s'crit

a[ﬁi,igj = M, +uf, +1=0 .

Ecrivant les conditions (2.6.3) aux points 31, EE‘ 53 et Eh

d.

et, pour simplifier 1'@criture, notant a,B, 8, au lieu de a, , B, 5 s

1 ¥

E; onm obtient successivement pour les conigues I (i € I) 1les systfmes

suivants
cmiy T,
G+pg-d=g=<)
a+PB+8+e=-1
(1-A)a + (5-A)B + (-1+A)8 + (3-A)e = - 1 + A
(5+B)a + (1+B)B + (-3-B)S + (1+B)e = - 1 - B
ol, pour simplifier on a noté A = s B et B = .2 .

UEEIJ a{ﬁﬂ
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Le déterminant A, de ce systéme est égal & 16 (A-B-L) soit

1
=1 o . .

[fSE{—ﬁ—H—g a] et 1l'on & £1¥G car si A=p-2 la droite S appartient alors au
GEEIJ

faisceau de droites d'&quations {u~2}£1 + uﬂE + 1 =0 qui passent par le

-

point Eé-,— %} ce gui est impossible car s{(X) # 0 pour % ¢ K d'aprés

(2.2.2).

__________ E
o+ B+d8-g=-=1
a+B-8+e=-1
(5+A)a + (1+A)B + (-3-A)6 + (-1-A)E= -1 - A
(1+B)a + (5+B)B + (-1-B)6 + (-3-B)e=-1-B
6\ 6u
oli, pour simplifier on a noté A = et B =
n{ﬁgi G{EE}

Le déterminant b, de ce systéme est £gal & 16(L+A+B) soit
" -
32 ['£—213 } et 1'on a ﬁE #0 carsi Ak =-p -2, la droite S appar-
o(&,)
tient alors au faisceau de droites d'@quations {-u-EJiI + uiE + 1 =0 qgui

passent par le point {%r, %} ce qui est impossible car s(X) # 0 pour %eK

(ef. 2.2.2).

.

Conique I‘3

a+B+8+e==-1

a+B=-8=-g==1

(1#A)a + (S5+A)B + (1+A)6 + (=3-A)e = -1 - A
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(5-B)a + (1-B)B + (3-B)& + (-14B)e =-1 4 B

ol l'on a noté A L it Bl (]

Le déterminant ﬁ3 de ce systéme est &gal i 16(-L-A+B) soit

[-32 (2l g o By #0 ecarsi A=y + 2, ladroite § appar-

tient alors au faisceau de droites d'Squations {|.1+E]-i,I tUR, + 1 =0 qui
passent par le point {-% ; *;f ) ce qui est impossible car s(%) £ 0 pour

£eg (ef. 2.2.8),

a+B-0+e=~1
+ f+d—gm=]

(5-Ado + (1-A)R + (3-A)6 + (1-A)e = = 1 + A

(1-B)a + (5-B)B + (1-B)& + (3-B)e = - 1 + B

ot B S
ola,) o(8,)

oli 1'on & noté A =

Le déterminant A, de ce systéme est égal & 16 (L-A-B) soit
("

IEiE[ ELP—}J et 1'cn & ‘51; #0 carsi A =-y+ 2 1a droite & appar-
o ﬂh]
tient alors au faisceau de droites d'équations {E-H}i.l + uiE +1=0 qui

passent par le point {-% g - %J ce qui est impossible car s(%) # 0 pour

X € K d'aprés (2.2.2).

Ainsi, d'aprés ce qui précéde, pour tout i e I , & chague point ﬁi
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correspond une conigue unigue Pi vérifiant les propriétés (2.6.3) d'oil

le résultat.

Il & &té nécessaire d'étudier séparément les cas des quatre som-
mets du quadrilat®re, car ceux-ci ne jouent pas tous un réle symftrique

dans le quadrilatére K .
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2.6.2 Elément fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un quadrilatére

K désigne un quadrilatdre convexe d&fini comme au paragraphe 2.1.

Soient P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions wg s
1

et W, oE iel, j=1i=1,i+1, définies sur K par
]
Sivz L g
W =09
i i £ ’
2
(2.6.4) &l & ol £i+1 £i+2 Ei+1
o ipd=1 = Tigi= £ '
2
s tivo iy
1,i+1 i,i+1 £ .
a 1 1
oli les constantes ef ci,i-i et Ei,i+1 sont telles que

o T =" 1 —_ =
wila;) = Dwi,i-1{5i}'tai-1 a;) = D"i,i+1{ail'{ai+} a;) =1,

et ol, pour tout i e I , Y; estun £€lément de PEEBE} vérifiant les con-
ditions (2.6.1) .,

et I 1'ensemble
(2.6.5) | L= {v» vfai], iel 3 v » Dv{ai}.{aj-ai}, iel , j = i-1,i+1}.

Remargue 2.6.2

Des expressicns des fonections w3 ; et wJ i , on déduit que
1,1~ 1,1%1
i,i-1 " z
k]
1011850 M ple; 08 5 ay)

et



1 = .

1,31 2
£ oley )t q(a; )8 (e, 1)

D'autre part il résulte de leur définition que les coniques

ry (i € I) définies par les relations (2.6.1) passent par les points i,

et & passent pas par les points a; et bS et sont déterminées

T el
géométriquement par la donnée de 8,y » 8 etde trois autres points pou-
vant 8tre choisis comme les images par F de trois points quelconques (dis-

tincts de 51-1 et ﬁi+1] de la conique Fi définie par (2.6.3). O

On a alors 1la

Proposition 2.6.2

F et [ é&tant définis par (2.6.4) et (2.6.5) , (K,P,I) est un

élément fint.

Démonstration

Tout d'abord on a dim P = Card £ = 12. Pour montrer la P-unisol-

1 1

vance de L on va montrer gue les fonctions w?P , w. . et LISEPT
]

défi-
i L gt=1

nies par les relations (2.6.4) sont les fonctions de base de P relative-

ment & I .

Fonctions ﬂ;

On vérifie aisfment que

{EIEIE] viEIj 'q'jEI "?tﬂ.]ﬂa‘_ -
13 1d

i 3 ] - O
DMautre part, du fait de l'annulation de wi sur di+2 et di+3

et de celle de ?i En A&. et on a

3= a':i.+1 .
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(2.6.7) Viel sviel il ,Dw'l?{aj}=o
De plus
wila.+ala, -a.)] - wo(a.)
Dﬂgiﬂi}.{ai*1—ai} = lim —— E#Tn _ S
o=+0

Lot e
o i 1| TEe2tiea’i _ L " ]
i‘i’; a [ £ [ﬂim{aiﬂ 8;)] (£i+2£i+3“‘i) (a;) T_

L.
o +
aui, comme E 3 est constant sur le segment [ai'3i+l] » st encore Egal i

lim é [ {£i+ET1][Eim[al+1_Ei}J ~ 11

AT

= lim

l [ {£i+ETi}[ai+ﬂ[&i*1_a1]] = {£i+2‘r1>{ﬂi} ]
a0 &

:"'ﬂi}

DlL; 4o (ay) - (ay,,

I:’Ei-l--zd"r:i:“I'H':E.J'

Done comme Y a ie I, vérifie les conditions (2.6.1), on a bien

a zis
ij.{ai}‘ {ﬂi+1“ﬂi} = 0

et on démontrerait de méme que, pour tout i e I ,

Dw;fai}.{aiﬁT-aiJ =0 ,

soit en définitive
(2.6.8) ¥Yiel Dwf(e;) =0 ,

Finalement les relations (2.6.6), (2.6.7) et (2.6.8) donnent
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: : o -~ o -

(2.6.9) YVieT;gjel wi(uj] Gij et Dwifaj] 0
- i 1
Foncéticons w. . et W, .
= Ly 1F] 1,i=1
Considérons maintenant 1'une de ces fonctions w; j41 S On B immé-

diatement

. 1
(2.6.10) I Viel, vjel ,w. l+‘[aaj =0 ,

et, par hypothése ,

(2.6.11) | {a i Ea tas) e .

,1+1
D'autre part, de 1l'expression de w1 41 » oD déduit que
(2.6.12) Viel , ,viel,jijéfi D"l,i+1{3j] G .
et
(2.6.13) I ‘1+1(n )o(a;_,-8.) =0

On obtiendrait des résultats analogues pour les fonctions u; fe1

Alors, & partir des relations (2.6.10), (2.6.11), (2.6.12) et

(2.6.13) on déduit les propriétés
YieTI . vjel W

(2.6.14)

5 1
Tl € I » D"i‘i‘*"-ltﬂillrlai*'l Ei] 1' Dwi'i-'_,ll:ﬂi}-{&i_.l ai}=ﬂ ¥

1~1{a ¥ {a 78;) =0, Dw i fa ). (e _,-a;)= 1.
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Les relations (2.6.9) et (2.6.14) montrent que les fonctions

1 1
2 S Bt WL . iel . =
wl 3 w1,1+l .51 0 s sont les fonctions de base de P relati
vement & I , ce qui achéve la démonstration. |

On notera 1'analogie avec 1'8l&ment fini d'Adini (ef.[1]) qui,

lui, est défini sur un rectangle, et dont les fonctions de base sont poly-

nomiales. O

Théoréme 2.6.1

L'élément fini (K,P,I) défini par (2.6.4) et (2.6.5) est de de-

gré 3 .
Démonstration
Il est cleir que P 7 th} car dim P'= 12 et dim Ph[K} = 15.
SBoit Y e P3[I{} . On considére la fonction v définie sur K par
2!6!1 = - - ? s fw o T+ i ? ¥ ]
( 5) v=§-{ _E ¢{al}w1 + [Dw{an} (EJ Ej}le,J }

iel iel
j=i"1 ii+1



(2.6.16)

2.36

Or compte tenu de la proposition 2.2.3, il vient

wUF = EE . a E PB(E} ¥

=i
o

[

viE XL w{ai}{wzoF] = E{Ei}

Lad
-

L

viEI‘ "Efj:i“'l,i‘l"i »

- 1
W, .
[Dtp{ai}.{aj-ai}]{w;_‘jni‘} = D{H:E:{aiJnnp"mai:u]maj:-ptai}};—;—ﬂ .

oll pour tout 1 e I

E°£

1

i,i+1

Foods oo B e S L TP
1+2 i+3'i ? Ti,iM 1 i+l 1+E - % v i ,1 1 3 91-1 1+1 i+271+3°
d'oll les constantes E: . E; i+ et E; 55 s'explicitent sous la forme

§ L ]

8= ==

(£; .5t 1+3T )(&;)
E 2ia -
(B ] B{E1+1} E1 " B {E'JE{Ei 1}

- * i’i—ll -p‘q

1+EEE }L (Ei}iiiai+1] 1+1{ ]£1+E{a Ve +3{u1]

AMors voF peut s'Bcrire sous la forme EE , ot d'aprés (2.6.16)
B

¥ est défini par

(2.6.1)| ¢ =9 -] wii e - I B{ﬂ—l(a JobF™ '[F(&,)1. (F(a;)-F(a !}ﬁl 4

iel E 4

J—l—l 1+T

Les expressions des fonctions ?; et ﬁ; 3 o ainsi que le choix
2

de W, montrent que ¥ ¢ P (K).
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Considérons alors la restriction ¥' de % & un ¢St€ quelconque

- -

K' de K . On déduit immédiatement des expressions ﬁ; et #. . que

V' e FB{KI}

Ue méme, d'aprés les relations (2.6.17), on a, s1 K' est le

segment EE£.5£+1J
{2.6.18) ?'[Etl = ﬁr(ﬁi&TI =0

Etudions maintenant, par exemple, 1'expression M%”E-E}'EEEH_EE"
s

A partir de la définition des EE s 1 61, et des ﬁ; i 13 15

j = i-1,i+1 , et compte tenu des relations (2.6.14) il vient

W

(2.6.19) Viel D{j“"‘ﬂ'ﬁan‘ﬁt} $q
et
ol
B D{LHE Joor ™ Tr(a, ) I(F(;)-F (4 Hﬂi‘—""”“-‘-z} {8y, 478p)
iel F-'- 3
j=i-1,i+1
- %

= 0 (£,)(8,)00F '[F(8)) Usp,,-ap)0 “":w"”at} e

Comme

. |
(Rafr yizy (&, -8,) = Dw) (e, YODF(E,) . (8). <))
o 3 gl ﬂ£+.| 4 = Duf.,-t"‘.f H’.E oDF -ﬂz_ . -£+1—E£

8
et que, avec les propriétés de F (ef. proposition 2.2.2)

*

uP{ECJ.iE£+T—;£} = Aia2+1vg£l . AR .
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2, .=
Bk 2 3771 fge1 %2
oF {E'E}-{arz.*..l-atj = [DF{H;EH {ﬁ'{"-‘i_af.} e
on obtient finalement ,

p 5 .
iEI D{fg]lﬁi}uﬂF TEF(EJ-_}]EF{Ej}-F{EiHD{B—;‘J]I{EE;In(ﬁfﬂ-ﬁtl
j=i-1,1i41

(2.6.20) =

H

AMors d'aprés les relations (2.6.19) et (2.6.20), compte tenu de

(2.6.17) on a
D%} (8p)+(@p,q8p) = ©
et comme ?{ﬁﬁ} =0,
{2.6.21}] pet(8y). (8, ,-8,) = 0 .
De mEme on montre gue

Alors W'e PBIK'] vérifie guatre conditions d'annulation ind&-
pendantes ,données par (2.6.18), (2.6.21) et (2.6.22), et donc

-

wio=0 aur K .

Ainsi ¥ s'ennule sur les quatre obtés du carré de référence K

et peut done s'Bcrire

#R.ky) = 812D (12D) , EeR

; o . ALRE
L'identification des termes en xiia dans (2.6.17) montre alors,

-

puisque les Ti ne comportent pas de termes en i1i2 s gue

g= 0
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et par suite que v =0 sur K . Done d'eprés (2.6.15) , e P , d'ol

le résultsat. 8|

L'#lément fini (K,P,I) Aaéfini par (2.6.4) et (2.6.5) est

appelé €lément fini retionnel d'Hermite de degré 3 sur un guadrilatére

11 vient mlors la

Propogition 2.6.3

L'élément fini ratiomel d'Hermite de degré 3 sur un quadrilatére

eat de clasae C° .

Démonstration

Sgient done 0 un ouvert polygonal borné de ZHE,{T;h} une "trian-
gulation guelconque de £ au moyen de quadrilatéres K définis comme

au §.2.1 et V., un espace d'Eléments finis de méme type dont 1'&lément gé-

n
nérigque (K,P,E) est 1'&lément fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un

quadrilatére.

Soient mlors v e Vi, » Kj et K, deux quadrilatéres adjacents
ayant pour cOté commun le segment XK' de sommets a; et Bigq * Alors

on sait gue

v = gk P{Kj} et ¥ Et = Vi€ PIHE}.

K:
J

Compte tenu des relations (2.6.4), les restrictions des fonctions
de base & K' sont des €léments de P3{K’} (propriétés des faisceaux de

droites).



2.ko

Par suite
i '
(vj v£}|ﬂ, € P3{K ) .

(2.6.23) {"’j"’zﬂﬂi} = {vj-vﬂlin )=0 ,

i+l

) B

ﬂ(vj-vtlfﬂiﬁ-{&i+1“ai3 = ﬂ[vﬁwviﬁiai+1}.ia1-ai+1

d'ol 1'on déduit que {vﬁ-vijlﬁ’ =0, et le résultat suit.

*

Remargue 2.6.3

Comme il & d&jd Et& dit, les €léments finis rationnels sur un
quadrilstére consid€rfs dans ce chapitre sont & rapprocher des &léments
finis polynomisux de Serendip (cof. ZIENKIEWICZ [89]) , ainsi qu'd ceux
de Lagrange sur un rectangle qui nécessitent pour leur part des noeuds
d'interpolation intérieurs : ainsi, par exemple, 5i 1'&lément fini ration-
nel de Serendip de degré 3 (ef. §.2.4 et APPRATO-ARCANGELI-GOUT [6]) et
1'élément fini de Serendip polynomial de degré 3 sur un rectangle ont cha-
cun 12 noeuds d'interpolation, 1'&lément fini polynomisl de Lagrange sur

un rectangle de degré 3 en comporte 16 (ef. fig.2.6.2).

Notons & ce sujet gue WACHSPRESS construit directement (cf. §.6.3
de [85] ) un #lZment fini rationnel de degré 3 sur un quadrilatdre avec

13 noeuds d'interpolation dont un noeud intfrieur (ef. fig.2.6.3).
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| >
| +
| —ig o— ‘
S
fig. 2.6.2 £5.2.6.3

Dans le méme ordre d'idées indiquons aussi guelgues Eléments
finis courbes de degré 3, bien que les &léments finis courbes ne soient
pas 1'objet de ce travail . Citeons par exemple 1'élément fini rationnel
ge degré 3 sur un quadrilatére courbe (dont chague c8té est conique) di

S WACHSPRESS (cf.[84]) avee 25 noeuds d'interpolation dont un intérieur.

EiE;E'E'h
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Remarquons cependant gu'il reste i traiter le probléme de 1'in-

tégration numérique pour les El€ments finis correspondants aux figures

(2.6.3) et (2.6.4)

D'autre part 1'€tude de 1'€lément fini rationnel de Wachspress
de degrf 3 sur un quadrilatére courbe (ef. £ig.2.6.k) est & rapprocher
de celle de 1'&lément fini isoparamétrique (plus précisément sous paramé-
trique) de degré 3 comportant 49 noeuds dont 24 intérieurs (ef. fig.2.6.5)

et donné par WACHSPRESS dans [8B4] .

Rappelons enfin que dans la résoclution de tout systéme linéaire
correspondant & l'approximation d'un probléme variationnel par &léments
finis du type indiqué par les figures 2.6.3, 2.6.l4 et 2.6.5, les inconnues

correspondant # des noeuds intérieurs peuvent &tre £liminfes par condensa-

tion statique.









Chapitre 3

ELEMENTS FINIS RATIONNELS

PENTAGONAUX ET HEXAGONAUX

DE TYPE WACHSPRESS

Ce chapitre a pour objet la construction et 1'8tude d'éléments
finis rationnels de type Wachspress construits sur des pentagones et des
hexagones convexes. Ces €l&ments finis seront tous de type Lagrange, &

1l'exception de 1'un d'entre eux, construit sur un hexagone régulier, de type

Hermite.



3.1. NOTATIONS GEOMETRIQUES ET RAPPEL D'UN RESULTAT

Dans tout ce chapitre K est un polygone convexe fermé & N
cotés (N =5 ou 6) , de sommets a; 1el= zfﬁz ; numérotés de maniére

que les sommets a, et 2 soient consfeutifs, et pour tout i e I ,

+1

on désigne par Ei un €lément de PTCBEJ tel gque £i[x] = 0 soit une

Eguation de la droite d; passant par les points a,_, et a; . Pour tout

iel,pourtout jelI, j#i-1,3#1i, J#1i+1 , on appelle d; ; 1a
k]

droite joignent &, et 8

D'autre part, on note 8 ; le milieu du segment d'extrémités
»

i+1

a. et , et on désigne par i'i s 1 €1, un &lément de P1ﬂﬁ?} tel

i %141
que £‘iix} = 0 soit une &quation de la droite d'. passant par les points

et Eli,i+1

-

B, ¥
i=1,1

De plus, on désigne par b; , i € I , le point d'intersection,

g'il existe, des droites di-I et ﬁi+T . De méme on note respectivement

l:u-T » by et h@ les points d'interseetion, s'ils existent, des droites

d1 et 4 , dE et ﬁ5 2 d3 et dE , dans le cas ol K est un hexagone.

Enfin on désigne par gq un &lément de Pﬁ_3£HE} , N=50p5u6b
tel que gqlx) = 0 soit une Equation de la courbe de degré N-3 , Eventuel-
lement dégénérée, passant par les El%:§l points diagonsux extérieurs b;.

On précisera plus loin la nature de ces courbes.

Reppelons Egalement le résultat suivant, utilisé pour la construc-
tion et 1'€tude du degré des £lfments finis retionnels pentagonaux et hexa-

gonaux de type Wachspress.



3.3

Proposition 3.1.1

soient p e B &%) , q¢ B %) , L P (B°) tels que
piﬁi}nq{ﬁ.i]=E{Ai}=G,Ai£IiE s 1818 ;
Alore

TP (a*) » AV € Pm_ﬂ(a*]
B .
tels que 2 ‘ﬂ* " ou

&*={x£m2.-ﬂx}=ﬂ}—{.ﬂi.15155} .

Démonstration (cf. Lemme 3.1 de WACHSPRESS [851). 0
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3.2. ELEMENTS FINIS RATIONMELS PENTAGONAUX DE WACHSPRESS DE

DEGRES 1 et 2

Dans ce paragraphe K est un pentagone convexe fermé, les points
diagonaux extérieurs bi P RS O 3352 pouvent Etre Eventuellement rejetés
d 1'infini : si K posséde une paire (respectivement deux paires) de cHtés
paralléles, un point diagonal est rejet@ & 1'infini (respectivement deux

points disgonmux sont rejetés & 1'infinpi).

Dans tous les cas on définit de fagon unique la conigue § pas-
sant par les cing points diamgonaux extérieurs, s'ils sont tous i distance
finie (ef. fig.3.2.1), ou passant par quatre points diagonaux extérieurs et
admettant une asymptote ou un axe paralléle sux deux c8tfs parall®les, =i
1'un des points diagonaux est rejeté & 1'infini (ef. fig.3.2.2) ou passant
par trois points diagonaux extérieurs et admettant deux asymptotes parall®-
les respectivement aux cBSts parallfles deux £ deux (ef. f9z.3.2.3), si deux

des points diagonaux extérieurs sont rejetés & 1'infini.

Soit alors g € PEGEE} tel que gix) = 0 soit une Equation de

la conique @ définies ci-dessus.

Enfin, pour tout i ¢ I , on notera d? =4d.n C [+ 1.
i i HE
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Hﬂpﬂsitm dedal

Sotent p e Pkme} v BE Pmﬁﬂzl 3 & P.!CBE} tels que
= = = 2 3
pmi} q{.n.i:n f.(Ai} O,A ¢R" ,1sis<s,
Alors
; P, (a" (a*)
3¢Ek-ﬁ }-Eiﬁ'EPm_sd

2y .8
tele que o |a* v o

d*ﬂ{xt'mellfx}=ﬂ}—{ﬂi,15:155] .

Démonstration (cf. Lemme 3.1 de WACHSPRESS [85]). O
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3.2. ELEMENTS FINIS RATIONNELS PENTAGONAUX DE WACHSPRESS DE

DEGRES 1 et 2

Dans ce paragraphe K est un pentagone convexe fermé, les points
diagonaux extérieurs by iels= 2!52 pouvant 2tre Eventuellement rejetés
8 1'infini : si K possdde une paire (respectivement deux paires) de cftis
parall@les, un point diagonal est rejet® & 1'infini (respectivement deux

points diagonsux sont rejetés & 1'infini).

Dans tous les cas on définit de fagon unique la conique Q pas-
sant par les eing points diagonasux extérieurs, s'ils sont tous & distanee
finie (ef. fig.3.2.1), ou passant par gquatre points diagonaux extérieurs et
admettant une asymptote ou un axe parall@le aux deux cGtés paralléles, si
1'un des points diagonaux est rejet& & 1'infini (ef. fig.3.2.2) ou passant
par trois points diagonaux extérieurs et admettant deux ssymptotes parallé-
les respectivement aux cdtés parall®les deux & deux (ef. fig.3.2.3), si deux

des points diagonaux ext&rieurs sont rejetés & 1'infini.

Soit alers q € PECEE} tel que gqf{x) = 0 soit une Equation de

la conique § définie ci-dessus.

Enfin, pour tout i ¢ I , on notera d: =a, n C Q.
s & 1 EE
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3.2.1 Elément fini pentagonal de Wachspress de degré 1

Soit P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions Voo iel,

définies sur K par

A Y i
_ 427143 a4k
{312-1] .Hi ci q k]

ol la constante ¢y , i € I, est telle que wi{a.i} e
On note I 1'ensemble

(3.2.2) L= {vyw v{a.i]l B T - e
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On vérifie immédiatement que les fonctions L) i€l , sont

les fonctions de base de P relativement &8 I et donec que (K,P,I) est

un élément fini.

D'autre part on & le

Théoréme 3.8.1 (cf. WACHSPRESS [B5]

L'élément fini (K,P,L) dé&fini par (3.2.1) et (3.2.2) est de

degré 1 .

Démonstration

Il est clair que F § PE{K] car dim P =5 et dim PE(HL} =6 .

De plus pour tout i e I et pour tout j:'I,\*i

*

I & € P1[&’]‘]-
" 1 3

En effet Vs est nul sur di+2 - di+3 - di+h 3 d'autre part le point bi+1

{resp. hi+h) appartient aux courbes Q , d, et d: o (resp. @ , d; et

di+3:l' En appliguant la proposition 3.1.1 on vérifie bien que wil ..-11*1{1.!.;]'—
d.
1

De méme on montre gue W,

*
: € PI{E1+1} .

|ﬂ;+1

Soit alors U € P.EEHE} . onéa

v-m=v- [ blagdw =2

1el

avec VvV € P3tﬂz} .

Or, d'aprés ce gui précéde et compte tenu de la définition de I

*
€ PT{ﬂ-i} )
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h'd il
avee o {a1_1] = 3 {&i} = 00,

Par suite, comme q(x) # O pour tout x € K , il existe une

constante C telle que sur K

v=0C 2Lt 8l

Ll L :

Or v e Fsﬂﬂz} done nécessairement C = 0 et le résultat suit. @

L'&1ément fini (K,P,I) défini par (3.2.1) et (3.2.2) est ap-

pelé &lément fini pentagonal de Wachspress de degré 1 . 0

On a également la

Proposition 3.8.1

L'élément fini pentagonal de Wacheprese de degré 1 est de classe

¢*
Démonstretion
Le résultat se déduit immédiatement du fait que
& & 3
ViEek ., ¥iel , W e P.(d,) ,
il * 1+
d'
J
avee wi{nj] = ﬁij " 0

3.2.2 FElfment fini pentagonal de Wachspress de degré 2

Soit P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions w., et

“i,i+I . 1 € I definies sur K par



£ L. 3£i+h£Ti

142 1+

tl'i = ci E._ ¥
(3.2.3)

; . betigtiandy

i,i+1 i,i+1 q i
ol las constantes ey et ci,i+! y 1 e I , sont telles gue wi(ai} =
wi'i+ltai,i+1} * 1
D'autre part on désigne par I 1'ensemble

(3.2.4) I={y» vig;) , ve (ai,i+1] s 1&g 1}

On vérifie sisément que les fonctions w, et w. ... ,iel,
1,1+1
sont les fonctions de base de P relativement & I et donc que le triplet

(K,P,L) est un &lément fini.

I1 vient le

Théoréme 3.2.28

L'élément fini (K,P,L) défint par (3.2.3) et (3.2.4) est de

degré 2 .

Démonstration

Elle est anelogue & celle du théoréme 3.2.1. On remarque, en uti-

lisant ici Egalement la propesition 3.1.1 , que

; . » *
(3.2.5) Viel, viel w| e PE{dj} 2 ¥ erl e enitaty,
ﬂ.j d. - Gl

J
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Scit alors ¢ ¢ PEGH?} i on &

T

Vo ey = F Ehing g wial 3417% i,i+1! T3
iel

2

avee v e P)(R") .
D'aprés (3.2.5) et la définition de 1 , il vient
i v

leI’qdeP{d]etqilT} —‘[] Efﬂl.l =0,

i

Donec, comme g # 0 sur K , il existe une constante C telle gue

et comme chh{FE:l s Cw0 Tlow PoPiX) .

2

D'autre pert, en utilisant (3.2.5) on vérifie que P 3 P3{K} .

d'eil e résultat. O

L'€lément fini (K,P,I) d&fini par (3.2.3) et (3.2.4) est appelé

€lément fini pentagonal de Wachspress de degré 2 (ef. fig.3.2.h). o

On a également la

Proposition 3.2.3

L'élément fini pentagonal de Wachspress de degré 2 est de classe C°.

Démonstration

La proprifté se déduit imm&diatement des relations (3.2.5). [
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3.2.4.

e



3.3 ELEMENTS FINIS HEXAGONAUX DE WACHSPRESS DE DEGRES 1 ET 2

Dans ce paragraphe K est un hexagone convexe fermé. Avec les
notations du parsgraphe 3.1, on a 9 points diagonaux extérieurs bj z
15 j<9, & distance finie en général, mais dont certains peuvent Etre
rejetés & 1'infini : un 8i K poss@de une paire de cGtés paralléles ,
deux &i ¥ posséde deux paires de cbtés paralléles, trois enfin si K pos-

side trois paires de cdtés paralléles.

On définit alors, en général, une cubique unique Q (ecf. SALMON
[69]) passant par les neuf points diagonaux extérieurs, s'ils sont tous @
distance finie (ef. fig.3.3.1). lorsque K posséde un, deux ou trois paires
de cdtés paralldles, la cubique passe respectivement par huit, sept ou six
points et admet une, deux ou trois asymptotes paralléles mux cStés parall@-
les deux & deux de 1'hexagone (une, deux ou trois paires suivant les cas)
ou est dégénérée . C'est ainsi que si K est un hexagone régulier , la cu-

bique dégénére en un cercle et la droite de 1l'infini (voir fig.3.3.2).

Soit alors q € PEURE] {resp.fPEUBE}} tel que gfx) = 0 soit
une 8quation de la cubique (resp. de la conigue) § lorsqu'il y a dégEnéres-

cence.

Enfin comme précédemment on notera at =4, n C 2.
3 1 ZBE

3.3.1 Elément Tini hexagonal de Wachspress de degré 1

Soit P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions w, , irl =

Ifﬁz définies sur K par



B tiabies
W, = e % 5

(3.3.1)

ol la constante c¢; est telle gue wila;) =1
Soit [ 1'ensemble
(3.3.2) | EB{?Hv{ai] » 1 €I} .

On vérifie que les fonctions LS ieI , sont les fonctions de

base de P relativement & I et donc que le triplet (K,P,I) est un €1&-

ment fini.

D'autre part on a le

Théoréme 3.3.1

L'élément fini (K,P,L) défini par (3.3.1) et (3.3.2) est
de degré 1 .

Démonstration

On vérifie immédiatement en utilisant la proposition 3.1.1 gque ,

- F *
(3.3.3) ¥ied, ¥ielk Wy o £ P1(ﬂj] .

dJ

Soit W € P.ICF.E] . Il vient

']"m'“'il' }- i.]-'(ai}ﬂi=t£1 3

iel

AVEC V € PhI:IHEJ %



D'aprés (3.3.3) et la définiticnde § , ona

L

3 * v _v _
viel € Pi{di] et 5 [31_1} = q{ai} o,

2
alg*
2 §

d'oll, comme q # 0 sur K , 1'on déduit 1'existence d'une constante C telle

que sur K
v=_0_C £122£3Eh£5£6 ”
Or v e PhUHE} , donc nécessairement C = 0 et par suite P > P1[K}.

De plus il est clair que P # P,(K) d'aprds (3.3.3), d'oll le ré-
sultat. 0

L'&1ément fini (K,P,L) d&fini par (3.3.1) et (3.3.2) est appelé

glément fini hexagonal de Wachspress de degré 1 (ef. rig.(3.3.1) et fig.
(3.3.2)). O



fig.3.3.1.




fig.3.3.2.

On & enfin la

Propogition 3.3.1

L'élément fini hexagonal de Wachspresa de degré 1 est de

elagge C% .

Démonstration

Elle résulte immédiatement des relatioms (3.3.3) et de 1'expres-

sion des L 0
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Dans tous les cas particuliers indiqués au début de ce paragra-
phe (pour 1'hexagone régulier notamment) le thBor@me 3.3.1 et la proposi-

tion 3.3.1 restent valables.

3.3.2 Elément fini hexagonal de Wachspress de degré 2

Boit P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions v, et

» 1 ET = EIEE définies sur K par

¥i,i+1
£1+E 1+3£1+l1£1+5t i
W. =g, .
i i a
{3.3.4)
- e 1+2£1+3£1+h 1+5 i
1,041 i,i+1 q ’
ol les constantes e, et ci,i+1 sont telles que wi{ai} = 1 et
Vi aeh0s ge) <1 o
On désigne par £ 1'ensemble
{3.3.5) L= {?'H-v{a ) »-v{a. +1} el .

On vérifie aisément que les fonctions w; et Wu $gq0 iel,

sont les fonctions de btase de P relativement & I . Par suite (K,P,IL)

est un &lément fini.

Théorédme 3.3.2

L'élément fini (K,P,I) défini par (3.3.4) et (3.3.5) est
de degré 2 .
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Démonstration

Compte tenu des expressions (3.3.4) des fonctions w. et

ol ,1€e1 et de la proposition 3.3.1 , il wvient
ij1+]

2 . W &%
(3.3.6) ¥ie I ¥iel ¥y . € PE{ﬁjJ » Wi 341 . £ PE{dj}.
J J

Soit Y € FEUREJ , onaea

pr=soem -iEI Em(ni}“i ’ w{ni,i+1}“i,i+11 = % 2
avee Vv € PEI'.'B?]

D'aprés (3.3.6) et la définition de Y , 1l vient

: v ¥, ¥ v v
Vit al g+ € PE{di], q[ai__1) = q{airhi] = qfai] =0
i

d'od l'on d8duit l'existence d'une constante C telle que sur K
v=0C £1£2't3£h£5£6 -
et comme Vv € P5{K] , =0 etdone P3P,k
D'autre part, d'epres (3.3.6) , P3P PaiK} & 0

L'élément fini (K,P,I) défini par (3.3.4) et {3.3.5) est

appelé &lément fini hexagonal de Wachspress de degré 2 (ef. fig.3.3.3,

fig-3»3.h:- D



On a enfin la

Propogition 3.3.2

L'élément fini hexagonal de Wachspress de degré 2 est de

elasse C°

Démonstration

Elle résulte immédiatement des relations (3.3.6) et de la défi-

nition de 1 . O

Ici Egalement les résultats du thforéme 3.3.2 et de la proposi-
tion 3.3.2 restent valables dans les cas particuliers indiqués au début

de ce paragraphe, notamment si K est un hexagone régulier.
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3.4 ELEMENT FINI RATIONNEL DE LAGRANGE DE DEGRE 3 SUR UN

HEXAGONE REGULIER

Dans ce paragraphe K est un hexagene régulier, de scmmets

g, ¢ I = z’éz ., On note a. . (resp. a. ) 1ie point défini par

i 1,1,1i41 i+31,i+1,1

1 - -
= 3 {EEi +a. .) (resp. par ai+1.i+1,i =3 {ai+9ai+T} et on dé

23,4 341

sigrne par g 1'8lément de PEERE} défini pour tout x = (xT,xEl par

X x
(3.4.1) ax) =3 - -2,

oii h est le diamStre de K et ol g(x) = 0 est 1'8quation du cercle §
passant par les 6 points diagonaux extérieurs, situ@s & distance finie.

Soient d'autre part [' le cercle passant par les 12 points a. et

e i S 4

: oz 2 -
L
s dag.d 0 1 €1, e ¥y Ll'élement de PEEH ) défini pour tout x par

x X
(3.4.2) ylx) = {El]E + (EE]E _.%E 3

(y{x) = 0 est une Eguation de T) .

. = [ ] ] o
Enfin pour tout 1 e I , Ei+1,i+3 (resp. Ei,i+h} est un &18ment,

de PlﬂRE} tel que £' {x) =0 (resp. £'. (x) = 0) soit une équa-

i+1,i+3 i,d+h
tion de la droite passant par les points Ri+1,i+1,i et Ei+3,i+3,i+h {resp.
8 g1 =% 8 {4l de3)

Soit alors P 1l'espace vectoriel engendré par les fonctions LA

W et w,

§ & 2% 3,1 Y iel , définies sur K par
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JEi+E’Ei+3£i+h£i+5 ¥

i aQ

(3.4.3) W =c £i+2£i+3£i+h£i¢5£izii+1,i+3
o i,i,i41  Ci,d,i4 q ;

£i+2£1+3féth£i+§£i£'i,i+h

W " . =0 ; .
THI1¥1,1 e o 0 £ 4 a L

n

oi les constantes 8y 3 ci,i,i+1 et Bviaied sont telles que wi{ai} =
“i,i_iﬂh"i,i,iﬂJ = vi+T,i+1,i{Ei+T,i+1,ij =1

Soit L 1'ensemble
(3.3.4) L= {vn v{ai),v'ﬂ-v{ai'i'i+1],vl+-v{ai+1,i+1‘i}, i X}

I1 est clair que les fonctions w. , Ww. et

. W - .
1 1,334 #5415 0

ie I, sont les fonetions de base de P relativement &8 L et done que

(K,P,Z) est un &lément fini.
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I1 vient alors le

Théoréme 3.4.1

L'élément fint (K,P,I) défini par (3.4.3) et (3.4.4) est de
degré 3 .

Démonstration

On vérifie immédiatement, en utilisant la proposition 3.1.1 que

pour tout i € I et pour tout je J

* * *x
Gl B AR L L B R L RO s L
J d J
i d:=4a,n
Wy SRR et
. 2 .
Soit IIJEP3CH] . Il vient
- T : o
b-Tb=y-] Colag s mbla; o ea s 50080 30 3 M a3 = 50

1l

avec V € PE{I{E} .

D'aprés les reletions (3.4.5) et compte tenu de la définition

de I ona

=ﬂ,

s x * A =
vierl % d*ﬁ PS{di] et q_Eai-1] =
i

B e v
i L B Rl C IR

d'ol 1'on déduit, puisque g # 0 sur K , 1'existence d'une constante ¢

telle gue sur K ,

(3.4.6) v = C£1£gt3fh£5£ﬁ



Supposons maintenant, ce qui ne change rien & 1a génfralité du
probléme, que les axes de coordonnées 5?} et ﬂ;; sont portés par byb,

et 885 . On peut alors choisir pour expressicn des Ei{x] et des ii j{x],

._xi v’a' % % f3 Vg
£ifelim e ~ 0

x

&

3 A 1.8
Ll g 7T h

QEH =

(3.4.7) I T i e B
WY TR Tl P ST e
£ ,3t%) '% - ‘13*2 e ux) '% +':'2

Considérons alors les termes de plus haut degré (6e) de v et
de q(y-My). On vérifie immédiatement que le terme du be degré de v par

rapport & 1l'ensemble des 2 varisbles X4y X5 est

1 2 .2 _ 202
(3:1 (x1 3x2} g

"ol

Le terme du 6e degré de q(y-Ty) par rapport & 1'ensemble des
deux varisbles X;3%5 5 Vient uniquement du numérateur de Ty (car ¢qe(P5GEEH.
Compte tenu des relations (3.%.3) et (3.4.7) le terme du 6e degré du numéra-

teur de Iy est
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iﬁ [A{xf-xg Jé}{x?ﬂg] + Ex1f1$ﬂtg} + Clx +x,, ‘/g}{x"]"i-xg'.'

X x
+ Dx, (x,-%,/3) (x - T;; + B (x 43,/3) (x, —j_} + B0E-32)x, %, 65-3:D)

avec
A=cila)+cyla), B= e ¥lay) + eblag), C = cgblag) + cgblag)
D= ey g¥leyip) + eopblegy,) + ey gbleys) + cgilags)
E= c223¢r{a223} + c332¢(n332} + ¢556¢Ea5551 + c555¢{a565} 3

F o= egq¥lag) + e ¥lay ) + ege¥lagg) + eqighlage)

Identifiant les termes en x? et xfxg de v et qlp - Y) , on trouve

-(A+B+C+D+E) = ¢

-3(A+B+C+D+E)=9C
d'oli €= 0 et donc, en utilisant (3.4.6) , P > ?3[K}

D'autre part il est clair que P # Py (K) : il suffit pour cela
de considérer les relations (3.4.5) et de choisir par exemple ¢ = L’g 3

. y
alors HEE e P Eﬂf )} tandis que £, posséde des termes du
b 1 d* 3"iH 1 :1*

i+l i+
be degré, d'ol le résultat. 1]

On peut effectuer la démonstration du th€oréme 3.4.1 d'une autre
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maniére en vérifiant gue tout polyndme ¥ appartenant & PEFH?} vérifie

1'identité suivante

d”:x‘l le} + IIJ':'X.I "xE] + ${‘I1 -"'KEJ = o ﬂ-l'fx.l."xE}

F X
- 2tH0.2x,) + W01 - Jui w3 xp) ezl o 2k

(3.4.8)
2 4 1 s 2 l
P B3 R s b s SRl I3 %)
X x
Sife = =l . PO TN ek (- =
w3t o - 2 v B 3 x) - gt - 3] =0

Il suffit alors de calculer les coefficients intervenant dans 1'expression

des fonetions de base, soit
l'.‘,lzrch:l-caxlnE:wﬂ i EE-E5=+h

o = C -

201, ™ Cppy = Cgel = Cegg =T Cyqn T T Oy =7 Cg9p = ~Oggs =~ 2

Alors 1l'identité (3.L4.8) et 1'expression des coefficients ci-dessus entrai-

nent, avec les notations du théoréme 3.4.1, que

A+B+C+D+E=0. a

Cn & enfin la

&ﬂwﬁﬁiﬂﬂ 314*1

L'élément fini (K,P,L) défint par (3.k.3) et (3.4.4) est de

elagge C° .

Démonstration

Elle résulte immédiatement des relations (3.4.5) et de la d&fi-

nition de [
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3.5. ELEMENT FINI RATIONNEL D'HERMITE DE DEGRE 3 SUR UN

HEXAGONE REGULIER

Dans ce paragraphe (comme au §.3.4) X est un hexagone régulier
de sommets @&, ,ieI= 3{63 et on désigne igalement par g 1'618-

ment de P¢HHE} défini par la relation (3.k.1).

De plus pour tout i € I et pour tout jeI , j#i ,1i-1 5
i+ 1 , on désigne par Ei j un £lément de P#CHE} tel que Ei j{x] =0
L1 2

soit une &quation de la droite passant par les points &, et Ej i

Ainsi on a
- 5 7 N -
IE.] ’3{1} - 2-3’1{1-] ) h_ B -11' = £1|5{x} - lsgll:x} - EF ; h_ ) ;—‘E‘
AN T e W L RN I B S S
2,4 k2 b o 246 6,2 R
x X, x

1 2 1 _ LY 1
i ¥ L T ey < R S ek

Enfin pour tout i ¢ I , on désigne par Y; 1'€lément de PEﬂHEJ

défini par

x A, = P x A, . 2
(3.5.1) [yvyl0) = GF -2+ B -Behy -3

oll {11’1 - 12,11 est le milieu du segment [ai-1’ai+1] :

On constate que ?iix] = 0 est une Zquation du cercle de diamétre
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Soit alors P 1'espace vectoriel engendré par les fonctions w?,
i

1 1 o - e
wﬁ,i“1 et wi,i+1 , 1€ I, dEfinies sur K par
" I S AR
WO = o9 j+2vi+3 el ies i )
i i q
(3.5.2) “I - IE1 £1+1£1+E 1+3£1+h£1_5£1+3 3=
Lok i,i=1 i,4=1 q ’
wI - ¢1 £1+2 143 1+h£1+5£1+ﬁ $43 141
1,441 %i,i a ,
1 1 ;
: a
oll les constantes ef , ¢; ;_, et ® 41 sont telles que u?{ai} =1 et

1 _ _ 1 _
Gue mi.i_!{ail-l{ai_,l ﬂ-i} = mi,i+1(ai}-[ai+1 Elj =1

Remargue 3.5.1

On constate que le droite d'EBquation Li*E iﬂ1{x} =0 (respecti-
T
. ; _ ; ; %
vement d'équation £i+3,i+1{x} 0) est perpendiculaire en a. . dla

droite d; (respectivement en a. | i la droite di#l}

1 1
¥ L es o : % i
D'autre part on montre que 1 onstantes c111“1 et c1,1+1

s'écrivent

E E E E E H."‘} -

8=y

1 ! ( - )
[ = byl ’
i,i+} £i+5{ni*1} £i+2£1+3 14k Eﬁ*5£1+3:1+1 ’



Soit L 1'ensemble
(3.5.3) [E = {v (), ieI ; v# D'u-{ai}.{a.j-ai}, iel , j=i-1,i+1} .

On a alors la

Propogition 3.5.1

P et [ é&tant définie par (3.5.2) et (3.5.3), (K,P,I) est

un &lément fint.

Démonstration
ik . 5 1
On vérifie que les fonctions s IR Hi,iH sont les
fonctions de base de P relativement & I
Fonctions HE
Des expressions (3.5.2) on déduit immEdistement que
viel, vjel wi{a-.j}-ﬁij .
(3.5.4) i a3
Yiel,vwjel j#1 Dwila.)l =20
' 1 e wiR)
D'autre part
wola,+ala, .-a.)I-w?(a.)
CRTARPP LoV Ll
o+
.1 a LtiistindisY; .
= l].mE’ T 7 u.i} [aiﬂ:.(aiﬂ u.i]J 1]-
a+0 T 4
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Compte tenu de la proposition 3.1.1

sag¥y Magrale;, mag )= (2 01, )(a;)

il vient encore

.1[ J
1im —
a0 @ I['ti-ﬁ.?""'j.:'[a":i"i
1
= DIE J{a } {ﬂ
(£i+27i}f&ij j+2Yi 178
Or, en utilisent la définition de Ei+2 on a

DL, 14073 Tia ).(a 1+1_Eij ) =Y {a ) + Dqlial] [a l}
{£1+3Ti}{ai} (a )
et par suite, d'aprés (3.5.1)
(3.5.5) ’ le?{ni].{a.iﬂ"ui] =0
On démontrersit de méme que
{3*5-5J l Dwg{&i].{ai_j-ﬂi} e 0

Fonetions HI
Lal=]

Des expressions (1.5.2)

on déduit immédiatement que

g - 1
Yyl vied “1,1-1{“j> = "
. " " . 1
(3.5:T) VYiel, vjel ,3#id Dwi'i_.lfaj_]' = UEEBE;E!}
1 1__ Iﬂ. JQ{E _ﬂ-i} = ﬂ -
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D'autre part, par construction

1

I -
(3.5.8) l Dwi,i—ltai}'tﬂi—i_a'j = 1

On dfmontrerait de méme que

Vviel, vgel wllﬂin] t

viel, viel ,i¢#i m;.{a.iuu ¥

a1 2
(3.5.9) £ &= R)

+1:ai}':ai-|-ﬂi} =0,

(a;).(a; 4178 =

1+1

Les relations (3.5.4), (3.5.5)s (3.5:6), (3.5.7), (3.5.8) et (3.5.9) prou-

wvent le résultat. 0

Notons un résultat préliminaire.

Ppoposition 3.5.2

Toute fonetion polyndme Y appartenant d Patﬂz} périfie 1'iden—
2

tité sutvante : pour tout f.x.l,xg',i eR° ,
h[w{D'IExE} + 1’{9:'232}] "2[1'(31132} + 1'{"1‘:1 |x2} ¥ ‘I": ‘31,"32}"‘*{31.']{2]1

+ [¢'x1{x1 ::E] = FI-"X1("K1 :xE:l T w.qu{_‘x-l I'.:'E} * wlxl[x—11"x21]x1

- [llr'lelx.l,xE] + ¥ l’,-x1,x23 - ll."'jtzi-:uc1 ,—xE} - '.h'xE(x.l ,,-:tE'.l]mc2
2
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= 2[':}.32“]}2‘2} = lplx‘?[ﬂi_zxg:']xe = 0

DEmonstration

La vérification est immédiate. O

On 4 alors le

Théaréme 3.5.1

L'élément fini (K,P,I) défini par (3.5.2) et (3.5.3) est de

degré 3 .

Soit Y e P3[K] .0na,si Il désigne 1'opérateur de P-inter-

polation d'Hermite relativement & I

j=i-1,i+1

soit encore

y-Tp = avee v e PEEBEJ .

a <

On raisonne alors comme dans la démonstration du théoréme 3.4.1 :

on identifie les termes en x? de qflp - M) et de v .
Compte temu de ls proposition 3.1.1 et des relations (3.5.2) on & :

{3.5.10) | vieI,vjel w®

* 1 * 1 *
g € P3{dj},w. EPsfdj},v. € P3fdjl

i,i=1 a* i,3+1 A%
dJ d

|df
b
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*
u i 1 =1 ﬂ - = d' n -
oll ici également d.'.l 4 CEE Q

Des relations (3.5.10) on déduit en utilisant la défipition de II

que
: v - *
(3.5.11) | VieT gl sy P(d;)
i
avec
{3.5.12) | vi{ai_1} = vi{ai} = v'i[ai_i} = v'i{ai} =0

Comme q est non nul sur K , on déduit donc des relations

(3.5.11) et (3.5.12) 1l'existence d'une constante C telle que
v= C 'P'I'E2‘£3£h£5£6 -

D'aprés la démonstration du théorgme 3.4.1 on sait que le coeffi-

cient du terme en x? de v est lﬁ E .
h

D'autre part le terme en x? de q(¢-TMy) ne peut provenir que

du numérateur de - My . Etant donnfes l'expression de Ty et les rela-

6

: de gqly-Mp) est

tions (3.5.2) le coefficient du terme en x

6
= J‘g [ ) cYlag) + r:: Dbla,) (ay-a,) + c‘E D(a,).(a,-a,)
h iel : ’

(3.5.13) + o} Db(sy).(agma,) + o] Db (a)).(a,may) + o) SDU(ay).(as-a))

+c;|hﬂ¢fa5} A {ah-nﬁlﬂ;’EW{aE'.l o u.ﬁ-aﬁ',l mé‘ 5I)til[ 9.6) J [aﬁ—nﬁil .
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Le calcul des constantes intervenant dans les expressions des

fonctions de base (ef. relations (3.5.2)) donne

By 0 a0 S8 O G AR L 64
li:,r L'3 :ti EE 9 3 EE tﬁ 9 1
(3.5.14 ]
- 1 = 1 = 1 = -1-—- = - 1 = = ol e 1 - 1
Byl ™Ry eS0ee Ry 2.1 i . W b Y

Compte tenu de (3.5.1L) le coefficient de x? dans qfly-Tp)

s'Berit donec

- 18, l2ryta, )vutag)pla, 1401 -hlu(a)e(a)]

gh

* [D!Ma1 ). {'52-a1 )=Dup( a,). {aI*&E}-DIII{EE} . ia3-aE}+D¢rla3] / {ag-asl

+DY(ay ). {EE-EkIHDMa,j] . {ah-us}-wiasi A Enﬁ-a5l+m"fa6] { (aﬁwaﬁ}l

d'oill, comme EE-EH =a,-a, et a5~aﬁ = &3-a2 ¥

18, 1 E¥(a,)p(ag)] ~2Lu(a, J+h(a,)+hle, Jtb(a )]

gh

(3.5.15) + [Dy(a,) - Dilag)] .« (a,-a,) + [D(a,)-Di(ag)].(a-a,)

e
+ [Dli-'lﬂel“ﬂlbia,j]] » (-ay) = F .
Appliquant alors les résultats de la proposition 3.5.2 aux
sommets a; de l'hexagone régulier, comme Y e PBEI{] , on déduit de (3.5.15)

gue C =0 et par suite que P > PS{K}'

De plus, d'aprés (3.5.10) il est clair que P 3 Ph{K], d'oll le résultat. []
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On a enfin la

Propogition 3.5.3.

L'élément fini rationnel d'Hermite de degré 3 swr un hexagone

régulier est de classe C°

Démonstration

Résulte immédiatement des relations (3.5.10) et de la définiticn

de N . O










Chapitre 4

ESTIMATIONS DE L'ERREUR

D INTERPOLATION CONCERNANT
LES ELEMENTS FINIS DROITS

POLYNOMIAUX ET RATIONNELS

Dans ce chapitre, on donne des majorations de 1l'erreur d'inter-
polation v - [lv en semi-normes [']m,p,K dans le cas d'un certain nombre
d'éléments finis polynomiaux standard (cf. par exemple, CIARLET [26] ,
RAVIART [68]) , ainsi que dans celui des £léments rationnels de Wachspress

étudis aux chapitres 2 et 3 . toutes les estimations indiquées sont dédui-

tes des théorémes 1.2.1, 1.3.1 ou 1.3.2.

On montre gque les ordres asymptotiques des majorations de 1'er-

reur d'interpolation obtenues sont optimaux.



g

4.1. UNE INEGALITE INVERSE POUR DES FONCTIONS RATIONNELLES

Commengons par donner une inégalité de Markov concernant des fone-
tions rationnelles sur un convexe compact K de R? , Efnéralisant celui
donné dans APPRATO-ARCANGELI-GOUT [6] (lemme 5.1) (cf. Egalement lemme 3.1
de GOUT [501) ; toutes ces propriétés prolongent un résultat di & WILHELMSEN
[86] et sont &videmment 4 rapprocher des résultats de COAIMELEC [32] et

des inégalits inverses donnfes par CIARLET [26] .

Soient 6 1la distance euclidienne dans ZHE s K un convexe com-

pact de R° et A, la "largeur" de K définie par

K
A = Tnf 8(ata")

oii 1a borne inférieure est prise sur 1l'ensemble des paires (d',d") de

droites d'sppui & K distinctes et paralléles.

I1 vient slors la

Proposition 4.1.1

Sotent K un comvexe compact de R° , d'intérieur non vide ,

JLK la largeur de K , r et j deux entiers domnés 2 0 , wePrCHE}

et q € PjtliE] , et w la fonetion définie sur K par
wel
q

ol q# 0 sur XK.

Alors, pour tout m €W , il existe une constante C(m,r,v,j) >0



k.3

indépendante de K telle que

(b.1.1) Iw[m,w,i{ < e{m.;;v..ﬂ ”"Hg,m’g s
K
lalg e g

te tel
offl Vv est une constante telle que In; a(x] = Y =
XE

Démonstration

On reprend les idées développfes dans la démonstration du lemme

e de (81,

D'aprés un résultat di & WILHELMSEN [86] on a

br?

e % A MWlom

d'oll 1'on déduit par ité&ration

(4.1.2) —r

< Smr) gy
A

K

¥l o,

2
avec Cfm,r) = W™ (T&f') oi 0Osmsr.

Pour tout o = {311323 e W , pour tout x € K on a d'aprés

1a formule de Leibniz

(4.1.3) e = T (9 7F () 0
0<B<a 1
EEI'I'=l

2

ol pour tout a = '[-‘.'l.r.uE]l € WN° , pour tout B = {Ei.BEJ eN° , a< R est



L.h

miz pour
¥vi=1,2 Ei A s

x o
=] 1 2
R e

et ol (
| EE

On dfduit alors des expressions (4.1.3) , pour tout m e n’

v < s (f (G [v 13

T g O%BS 18],k 3 Jal-]8] =,k

Utilisant (4.1.2) et 1'inégalité

Wlpmx = 12lo,mx Mo,ex

il vient
o | 8] sx)
1
(h.1.4) | vl < sp( ] (§) —]d] | )l .
m,=, K B 0,=,K 0,=,K
T e 0B B lel O g e O
D'autre part, on montre par un raisonnement par récurrence, utili-
al
sant la majorstion SO, v , gue,pour tout m € IH*. il existe
Inf|q(x)|
xeK

une constante Cl{m,j,v] indépendante de K , telle que :

0 } [!l C,lm,j,v) 1
-1-5 ! =4 &
LMK o Inf |q(x)]
ek

En effet, on vérifie immédiatement que



.5

g elthex o eloes 1
2 ;
19,0,k  Inffq(x)] :"1{ Inf|qlx)| Inf|q(x)]
xel xeK xek
¢ —vClla) 1
K Inf|a(x)]
xek

On suppose alors que les infgalités (4.1.5) sont vérififes jusqu'a 1'or-

dre m -1 . Alors pour tout o e N° , lg| = m onea

Pexd=0 = § (% Fx) P () ()
1 O=f=za P 1

d'oll 1'on déduit

Cad — a8 a-B.1
alx) (q][-‘i} Els%ir.t IBJE qfx) 3 [q}[x}
B#0

soit encore

sun |23%L) (x & - e
S 1P = (1 @Naljg)mx el al-18l, =0 T

B#0 xeK

d'oll en utilisant 1l'hypoth@se de récurrence, pour tout a e 112 » |r.:| =g

Pl e @ IS
0K oegeq B0 IF Ok alol-18l (1nf]q(x) )2
840 K LS xeK
) o CUIBLs3)e, (|al-]8],d,v)v 1
ﬂﬁ%ﬂa B il“f Inf|q(x)]
B0 xel

et par suite
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1.11 . C.I{m,.i.v} 1 .
4 m,*,K 1; Inf Eq(xli
xelK

A partir des relations (L.1.4) on obtient,compte tenu des majorations

(B 1.5)

EHE‘L::’ C.l{lﬂ-l-lﬁi,j,vﬂ
lo® W80 T KD ~mr—lalye s “REET ot

m,%, Vil O<p=a lﬂ gi [-18] Bodl [l ot
xck
d'ol il vient
C{[B1,T}CT{E-IBI,J.,‘J}U
iwim,w;ﬁ'g IiTgm ( ) IE} 4 ) lwlﬂf‘;K

O<f=a K

et 1'on obtient (4.1.1) avec

C (mrydsv) = Sup (I () c(|8] ) (m-|Bl.3sv0). D

jofmm OSEeR

Remargue 4.1.1

Les résultats de la proposition 4.1.1 s'appliquent en particulier

aux fonctions de base des £l8ments finis rationnels de Wachspress sur un

polygone convexe K , le polynfme g &tant alors suivent les cas le po-

lynSme £ introduit au §.2.1 (ou le polynfme q dintroduit au §.3.1).

En fait, au lieu de la relaticn (4.1.1), on utilisers la rela-
tion qui s'en d&duit trivialemeni en remplagant A, par oy , maximum

des diamStres des cercles contenus dans K .

Lorsque K est un quadrilat®re convexe non dégénfré en trapéze



L.

ou en parallélogremme, ona J =1 et 1l'on peut montrer (cf. lemme 5.1

de [6] que 1l'on a

e ri a2 . )l
E{mlrlTlv-ij = ‘:m] <1+ u1} {] * vT} m! %

oii, avec les notations du §.2.1, on a supposé gue

inf &(x,d) = v.h, . 0
17K
xek

Scit maintenant une famille F d'éléments finis (X,P,IZ), ol
les &lfments K sont des polyddres convexes de R° , de diamStre By

et dont le maximum des diamitres des sphéres contenues dans K est noté Py

8i 1s famille F est telle que

(i) Oe b, , Ke F)
(L.1.6)
(i) 3 0>0, YKe&F , — 50 ,

on dit que Fest réguliére (la condition (i) est 1'hypothése standard

de "non aplatissement" au sens de CIARLET-RAVIART [27] .

On a alors la

Définition 4.1.1

Sotent F une famille régulidre (i.e. vérifiant (L.1.6)) d'é&lé-
mentg finie KK,PK,EK} de degré % et de méme type dans R" , pour leequels



L.8

lea hypoth2ses (1.2.1) et (1.2.3) sont vérifides, et 1, L'opérateur

de Fﬂ—interpalation relativement & L. .

§¢, powr tout m €M , pour tous nombres p,q € [1,4=] tels que |

pour tout K € & 5 WPy w Y k) , 7l existe une constante C |

telle que pour tout Ke¥F ,

1 1

+1 B .'.{ ; a k+1-m
(b 1.7) hrvc'h'fk (K), [V-]I!{ﬂm,q,lt < Clmes K) [ﬂk-ﬂ,p,ﬂ hi'! L

on dit que le second membre de (h.1.7) constitue une majoration wniforme

de 1'erreur de PK-intgrpahtim en semi-norme [.] . 0

m,p,K
Le caractére uniforme, au sens défini ci-dessus, des majorations

locales de 1'erreur d'interpolation permet alors d'obtenir, par "recolle-

ment", des majorations globales, ce que 1'on montre dans 1'exemple usuel

suivant

Soient § un poly&dre convexe non dégénéré de B et {th},“l "
une tamille régulifre de triangulations de Q par des polyddres convexcs ¥
de méme type (cf. 0.3.5) avec he € h ; soit F une famille d'é1fmentu (i-
nis EK,PK,EK] de degré k et de méme type assocife & la famille de tri-

angulations {fh]heJE‘. {ef. 0.3.7). Alors si F vérifie (4.1.7) on montre

que pour tout h Tixé dans J€

gl 1 sgsp=s+m

L &

V/a 2
(1.8) | € I Ml ) s Clmes P Dvd oo 0T
Hr:'f;h
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si p<gs+® etsideplus ("hypothise inverse")

i
34 20, ¥Yh , VK e Uh,—ﬁ-lgiu .
1/a 1
q fife=—)
= a P k+1-m
(k.1.9) [} Dv-Mgvd ) £ ch B gy B A

Ke th m:qu

ofl les constantes C figurant dans (4.1.8) et (4.1.9) sont indépendantes

de h . O

11 vient enfin la

Définition 4.1.2

Sott F une famille réguliére d'éléments finis {K,PK.EK} de de-
gré k et de méme type dans R , pour lesquels ! 'hypothice(1.2.1) est

vérifide, et soit I, L'opérateur de P ~interpolation relativement d L.

Alors 8'il existe une constante C indépendante de K telle que
pour tout K e F , pour tout v e W UP(K) et pour tout m=0,1,....k+]

on att

(4.1.10) [V—HKv] 5 ﬁh.zﬂ-m [v]

m,p,K k+1,p,K g

on dit que l'entier k+1-m est l'ordre asymptotique des majorations de

L'erreur de P,~interpolaticn en semi-norme [.]m sur F . 0
K 1P K

I1 est clair que (L.1.7) se réduit & (4.1.10) lorsque p =4 .
La relation (4.1.9) montre qu'il serait délicat de d&finir 1l'ordre asymp-

totigue des majorations d'erreur lorsque p #q .



Notons Egalement que (L4.1.10) entraine que la famille J est

quasi affine au sens de CIARLET E26]

Enfin les conditions (L4.1.10) impliquent que nfcessairement

Py 2 Pk_{iﬂ



4.2 HYPOTHESES ET RESULTATS PRELIMINAIRES CONCERNANT LES

ELEMENTS FINIS DE WACHSFRESS

Dans tout ce gui suit, lorsque Fest une famille d'éléments fi-

nis raticonnels construiis sur des polygones convexes & N e¢ltés (N = L)
définis comme aux chapitres 2 et 3 , on supposera gue F vérifie 1'hypothése
(e, [71 , [501)
(h.2.1) iv>0, YKeF ,Miv

Inf |qK{x}|

xeK
oll qﬁ{x} = 0 est une Equation de la courbe de degré N-3 , Eventuellement
dégfnérée, passant par les R 2"3 points diasgonaux extérieurs (&ventuelle-

ment rejetés & l'infini).
Cette hypoth®se est une condition de "non dégénérescence".

Dans le cas oll K est un quadrilatére convexe non dégénfré en
trapéze ou en parallélogramme , & é&tant la distance euclidienne dans EE,

on considérerd la condition

(k.2.2) By, >0, VKeF Int 6(x,a) 2 v, by .

’ xek K

Lorsque K est un pentagone ou un hexagone, on considérera de

fagon analogue 1'hypothése

iV, 20, YKeF Viel ., ¥ JeT Vel i #4 o f ke R # 1,
(4.2.3)



L,12

]

ol d (ef. §.3.1) est la droite passant par les points a; et a .

Jak

Rappelons maintenant guelques résultats sur les Eléments finis
de Wachspress sur un gquadrilet@re, donnés dans APPRATO-ARCANGELI-GOUT [6].

On & d'abord la

Proposition 4.2.1

Soit F une fomille d'éléments finis rationmele de Wachepress
quadrilatévaur vérifiant 1'hypothése (L.2.2). Alors et K st le carré de

péférence introduit au §.2.2 ona , pour tout X € K et pour tout KeF

sup |£(x)]

- xeK i 11

xek

et
mes K 1

A.43
(r e

mes K I_:B

(1 +
Lo

< IJK[RH <

5¢ de plus F vérifie 1'hypothése (U.1.6) 1l existe C, et

¢, » 0 , indépendantes de K , telles que powr tout K ¢ F et pour tout

fek -

2 2
by < {JK{EH s Cohy -

Démonstration (cf. Proposition 3.4 de [61])

D'aprés la proposition 2,.2.2, on & , pour tout X € K, compte

temu de (4.2.2)



Eulp% | &(x) | 8{ay,,d) hytIng [8(x,d)]

- Xe s Xe 4,

(h2.8) [8(R) S35 1t Inf 8tx.a) *Inr s
xel xeK xek

D'autre part, utilisant la définition de JF{EJ et la valeur da

|JK{E}| donnée dans la proposition 2.2.2 il vient
mes K = |.|d (8)]d% = 2 (Aire du triangle b.b. b )E.EE i %
!{K 2 3 e s B
x 5 (&)

d'oli 1'on déduit, en utilisant la proposition 2.2.1, la relation [L4.2.L4) et

le fait que mes K=14 :

M'_ll_x < 2(Aire du triangle h1h2h3}5152§'3 < _.EEEL (1 + %{}3

d'oll le résultat, d'aprés la valeur de |Jk§i]| (ef. proposition 2.2.1) et

la relation (L4.2.4). O

(n a Egalement ls

Proposition 4.2.8

Soit F une famille d'éléments finis rationnels de Wachspress sur
un quadrilatére vérifiant 1'hypothése (h.2.2) .Alore il eriste une constante
C >0 iIndépendante de K telle que

sup [[DF (%) =¢cn, .
XeK

Démonstration (ef. Proposition 3.5 de [81)

D'aprés (2.2.5) oo a , vu la définition de Fe + pour tout

Ei<| 122} e K s



;-{i :2 } - -
¥, = e S o , 1=1,2 avec Y, ¢ P1{1{} :
5{21 'IEE]

Pour J = 1,2 on a &videmment

B g ¥y By o s g
3§ ( = - ) ol {b'i,B’bEJ} =h3 est défini au §.2.2.

J
D'ofl, en utilisent la proposition 2.2.1.,

ax: _E__ ™ i3 - - = s -
|3T']:lﬂ,m|.£ ¢ Lrﬁj Eﬂ‘li h1 '35} Iﬂiﬂ‘K_ * IEE 1 ’an |wi hi :33 lﬂ.,w']{ :
o

Or d'aprés un résultat di & WILHELMSEN [86] on a

g =
|a§j (b hi,a“”n,m,x £ E]“" a3t I @K

et

d'eil, d'aprés la proposition k.2.1.

2“’ h:|. 35|D oo K

= E|5.[xi-ui’3]|ﬂ s K < 2(11— ',Ih

et

|zt <2 (14) (2+L ) 1
8% . = u K s
J ﬂ'lm'l}: 1 .UI

et le résultat suit. o



Remarque 4.2.1

Supposant que la famille Fd'éléments finis quadrilatéraux de
Wachspress vérifie 1'hypothZse supplémentaire de "non dégénérescence en pa-

rallélogrammes"

{4.2.5) l du>0, ¥YKeF ; Infﬁ{x,d]l;phl{

xek
(il est facile de construire des familles d'@léments finis satisfaisant
(4.2.5) on peut montrer le résultat suivant (ef. remarque 3.2 de [6])

(4.2.6) I € >0, VKeF ; Sup ||DEFK{5E,'II| 2Che .

ek
On en déduit que la situation des Sl&ments finis raticnnels de
Wachspress est différente de celle des &lZments finis isoparamétriques usuels.
En effet dans le cas des "triangles ou des quadrilatéres isoparamétriques de
type (k)" cof. [26] per exemple, si on note El‘élément. de référence, K
1'&lément isoparamétrique courant, 'd 1'élément droit dont les sommets sont
ceux d¢ K, h le diamdtrede ¥ et F 1'application isoparamftrique

telle que K = F(K) , on a (er. [28]), des infgalités de la forme

(h.2.7) sip [Inbeea) | < Gi° , tsdskey
Xek

ol les constantes C-E sont des constantes indépendantes de h et de K 5
les relations (4.2.7) &tant contradictoires avec une inégalité du type

(h.2.8). 8]

Soit aussi ls
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Proposition 4.4.3

301t une famille d'éléments finis de Wachspress sur un quadri-

latépe vérifiant 1'hypothése (4.1.6). Alors les hypoth2ses (L.2.1) et

(4.2.2) gont équivalentes sur 43

Qémﬂnatratian

s s

11 est clair que si F vérifie 1'hypothése (L.2.2) on a, compte

teru des notations du §.2.1 de la relation (4.2.4)

Iquﬂ"m,K - a(“h]d} 2 1 @ 1_,
Inf |qu(x)] Int 8(x,d) ¥
xeK xeK

Inversement, supposons que la ramille F vérifie 1'hypothése

(L.2.1). Alors
lae |~ o &(=a, ,d)
£'0,=,K ly &
Inf [qﬁixﬁl Inf &(x,d)
xek xekK
d'oil
1 Pk
Inf S8(x,d) =2 = G{ah,d] z — .
v v
xek
hK
ot le résultat, puisque d'aprés (b.1 6) 3 PG ¢ 0

Reppelons enfin lz

Propogition 4.2.4

Soit % une famille d'éléments finie rationnels quadrilatéraux de

Wachspresa, vérifiant l'hypothéee (b.2.2).



Si, pour tout K eF d, 1 (resp. d, h] est la diagonale in-
» 1

térieure de K passant par les points a, et 8. (resp. &, et &h} ,

alora
F <
V¥e Z!Inf G{ni,diﬂ ,i+3} 25 5 Pk
1l 1
Démonstration (ef. Lemme 5.2 de [8&]). O

On va maintenant montrer quelques résultats (ef. GOUT [50]1) con-
cernant les familles d'€léments finis de Wachspress pentagonaux et hexago-
naux permettant de prouver 1'existence d'hypoth&ses de type géométrique

analogues & 1'hypothZse (L.2.1).

Soit tout d'abord la

Remarque 4.2.2

Intuitivement 1'hypothése (L.2.3) apparaft comme une traduction
géométrique de 1'hypoth@se (4.2.1) de non dégénérescence, de fait c'est ce

que 1'on peut montrer, par exemple, dans le cas (trés) particulier suivant.

Soit F une famille de pentagones K convexes fermés, non d&géné-
rés, de sommets a; , i € I, tels que a; = FK{Eil , les points 51'52’53‘
et &, étant fixés, et gue le point 55 , variable, appartienne & une droite

convenable fixée 55 passant par Eh avec
ﬁ[ﬁh,aﬁ} = 5(31|EE} »

les points &,,8, et & £tant situfs dans le mfme demi-plan fermé ayant

2
pour frontiZre la droite 4, ; l'spplication F, est une similitude de
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rapport hb: .

Alors si F vérifie 1'nypothise (k.2.1),F vérifie 1'hypothise

(%.2.3), la démonstration s'effectusnt par un raisonnement par 1'absurde.

Supposons en effet que la famille T ne vérifie pas (4.2.3). I1
existe alors une suite {Kn} de pentagones (appartenant 3 F ) de som-

mets & 4 1iel,les points diagonaux extérieurs £tant notés b: oo iel.

3 ¥
-

liotons que si & (par hy'pnthése) et les points b et b ne sont pas
S | 2,n 5,n

- -

fixes, en revanche les points b s B et b le sont. Alors ccmpte
Tah 3,n L.n
tenu des hypoth@ses sur J , pour tout n el
h

K
R 7 2
Inf[ﬁ{a‘i'ni'ﬂ-elh'n}'GEEE’n'dT ll"n} .ﬁ{&h,n'dzlﬁinl ’ﬁ{ﬂh,n’ﬂﬂ,ﬁ,n}] L 4 A

L] - - h » 4 *
soit encore, en utilisant la définition de FK , pour tout n e M
n

- o = or e 1
Inf["”a5,n"i2,h}*5m5,n‘ﬂ1,h}'a{ah'ﬂa,5,nJ’M“h"i3,5,n}] % 2

Par suite, quand n tend vers + @ , EE , tend vers 8) , et si-
|

et b tendent respectivement vers les

multenément les points hﬁ.n 2,0
b

-~

points ﬁh et le point s intersection des droites d, et :13 :

D'oll 1'on déduit qu'd la limite, la conique passant par les cing

points limites des points b, _ , iel (lorsque n tend vers + =) est
: |

la conique dégénérée en deux droites : dg et la droite passant par les

points th et hE .

Les polynOmes g intervenant dans les Equations gq, (x) =0
i{n ]{n
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des coniques I  passant par les cing points b, {1 eI) , dépendant
¥

continuement de ces points, on a alors

-

lag o Fy Iu,m,x
n n n

lim = 4+m
+ +wm P %
n AIrlf Hqi{n 0 Kﬂ]{x”
xEKn
d'oli la contradiction avec 1'hypothése (4.2.1) et le résultat. O
‘ﬁ —
- _ G
T,
i "":.-\ 3;“
e
——
S
S

— i &
— _— ‘UE
- —
bE,n —

= T
: '
3 A
1
u’n
e
—
—
— E
— —

-~ —

a2 —

rj'rl —

., ey -
3, E
b
b ¢ |

fig.h.2.1



On montre maintenant le

Propogition 4.2.5

50it F wne famille d'élémente finis K (pentagonaus ow hexago-
nawe de Wachspress) vérifiant les hypothises (U.1.6) et (4.2.3) . Alors

; " I
il existe B8 et 8, , avec 0 < Bn <57 et Eu €0 < T tels que
(h.2.8) vKe¥F , V By angle intérieur de K , 8 < 8, <8, .

g&nunstratiﬂn

Soient K ¢F et a; 1'un des sommets de K . Par définition de
Py il existe un cercle de dismétre Pk inelus dans K . Menant de a; les
tangentes & ce cercle, appelant H, et W, les points de contacts et Ei

1! s intérieur 3 K on ﬂ-mﬂﬁ =§
angle @&, , 8 8;,, interieur ' B = H,8.H, B: 188504 K

fig.h.2.2




Comme O <+% < % , aprés avoir effectué le méme rsisonnement pour les autres
angles du pentagone {ou de 1'hexagone) on en déduit 1'existence de Bﬂ B

D{Ec{% tel gque, pour tout Ke¥F

Considérons maintenant la diasgonale intériesure d de K.

i-1,i#1

D'aprés (4.2.3) , ﬁ{ai,d ) = Vo By Désignant par T 1le

f=1,441

demi-plan fermé de frontiére d, appartient A

. c . )
=7, 50 ontenant a&. , &

1

L = E .r.
1'ensemble {x e T , Eix,&i_.; ,i+1'} z Vv, hK} qui est le demi plan fermf

contenant a; de fromtidre &4 = ix e , Gtx'ﬂi-l,iﬂ} =V, hK} .
|
a
P
/\ A
ry ——i e
! V2 T ;::ﬁ:“EhE#
L —_— — — — - — . S —_ —_— —_ = — — = =
a. ' a.
o ? o i=1,i+1

fig.h.2.3

Soit a; 1'intersection de A et de la médiatrice du segment

Q
] T )
d'extrémités a. ., et & ., 5 alors
£ % g & o = @ <1
i-1%% 4+ Bi-1 ioai+1 =
Or
g . 8(a a, ) JE- hK
1 2 1-1*"i+1 i
s Sl h = * v
2 via g o by g
al‘

Comme O < —, & % , effectuant un raisonnement analogue pour les autres
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sommets de K on en déduit :

HET,D«:HT-:H,tg"E--=; , VKeF B <8,

ce qui termine la démonstration, a

I1 vient alors la

Propogition 4.2.8

Soit ¥ une famille d'éléments finis K (pentagonaux oun “ezagu-
nawux de Wachspress) vérifiant les hypothdses (h.1.6) et (4.2.3). Alers F

vérifie

(L.2.9) Tvg 20, VK eF,viel ,wjel o jéi, e ﬁl[u.i.dj}k vy by

el I = 3;52 g1 K est un pentagone et I = IIGE s1 K est un hexagone,

Démpnstration

Soit 8 1'un des sommets de K ;3 F , vérifiant (L.1.€) et
(k.2.3), wvérifie sussi (L.2.8) d'aprés l= proposition 4.2.5. Consid€rons

slors a{ﬂi‘di+ﬂj "

§ ST y
51 1'angle B8, 1800 est aigu, on &

Blag,a;,0) = Slagady 4 o00) 2y B -

8i 1l'angle a.a, gst obtus il vient

iBi41%542

ﬁ{ai.ﬂi+2

L) ittien) | Seirtie
B S B e 6(e;.8, ) 8la, ,d

i+

i=15i+1

h -
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i+2

fig.h.2.4

D'aprés (L.2.3) et (4.2.8) ona

ﬁ{ai,di+2} 2 vy hK Min(sin HD s Bin HI}

On obtiendrait un résultat analogue pour G{Ei,di_1}

De plus, utilisant la convexit? de K , menant des parall@les aux cotés

de K (autres que G g 04 5 d; ., et di+2] passant par les points
& _; ou a, . etavec les résultats précédents, on obtient, pour j #1i ,
j#Fi+

Gtal*dj:l = Ini"['ﬁl.’a.i,ﬂl }'ﬁ[a]_’di-1}’6{ai’d1 }]

=1,1+1 +1
2 v, b Min(=in BD s &in Et )

d'odl le résultat avec Vi =V, Min (sin EJ‘:J , §in B!}. B}
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Remargue 4.2.3

Dans le cas du pentsgone regulier cn a

|qr:[0,m K 1
— =] ¥
It 20
Int  |g.(x)] 8 cos T cos —
xek " 3 E

et dans celui de 1'hexegone régulier

laglo | @,k

(]
naea
O

Inf |g.(x)
xR x l
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4.3 APPLICATIONS A LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DROITS

POLYNOMIAUX

Dans ce paragraphe on appligue les résultats des théorémes
1.2.1, 1.3.7 et 1,3.2 & la méthode des &€léments finis droits polynomiaux
sur des n-simplexes en se plagant dans le cadre de la théorie affine dans
R' (cf. CIARLET [26], CIARLET-RAVIART [27] , RAVIART [68]), ce qui exolut
donc, en principe, le cas ol l'on utilise des degrés de liberté faisant in-

tervenir des dérivées normales.

Certains des résultats numfriques donnés ici figurent dens

ARCANGELI-GOUT [8] , d'mutres dans GOUT [45] ou [u&] .

L.3.1 Application du théoréme 1.2.1 & la méthode des &l8ments finis droits

polynomiaux
Supposons q_ue'.F 50it une famille affine (ef. 0.3.4) régulidre
d'€léments finis construits sur des n-simplexe drecite, les hypothdses (1.2.1),

(1.2.2) et (1.2.3) 8tant supposfes vérifides.

L'application du théoréme 1.2.1 donne alors avee N =K e¢F |
pour tout u € ﬂk+1'P[E} s Dour tout m = 0,1,...,k+1 , des majorations du

type (L4.1.10) avec
€ = C (n,k,m,p,5,0) .

Il suffit pour le vérifier, d'utiliser un changement de varia-

- " a I &
bles qui raméne le calcul des [Pi]m,W,I{ et [Pij]m,ua,lc (ef. relations
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(1.2.13)) & un ealeul dans un n-simplexe de référence.

Lorsque, comme c¢'est souvent le cas dans les applications, les

EF ont pour différentes composantes des vecteurs dent l'origine et 1'ex-

trémité sont des noeuds R; {done dans K) , on & slors pour tout r=0,1,...,5

I I i i
(ll"s'.k} [{ﬁij}] £h FEAys HT' 3 § (S J = d'lr =

Mors pour m = 0,1,...,k , les relations (1.2.13) s'&crivent

N

O
o
Cu=Tiu] 1 Ly e
u=llu < - *
mpa " | K g B)1t/agp(en) 1P
(4.3.2) 4.
Ir LE ” ]
; (L gk Pigtae ) Cul S
¥ 1 gk u K
- (k- [qlk+1-r- §111Hq[pik+l-r}11fp kt1,p,K
ou L EaE ..
qa P

Si, en particulier, les fonctions de base pf et pij sont

explicitées sous la forme
o —, ¥
p2(x) = 15(A, (%) 4eues A y(x)) 4 151 2Ky
r 1 .
pij{x] = fij{l1tx],...,hn+1{xll. t<r<s , 1SisSN , 1sjsd.

ol les fonetions f; et fij sont de classe (3k , indépendantes de I et
de K (ce qui est vérifié en théorie affine) et ol 11{x},..-, 1n+1[x}

dfsignent les coordonnfes barycentriques de x par rapport aux sommets du



n-simplexe K , on obtient, & partir des majorations (L.3.2) et en uti-

lisant la propriété (ef. CIARLET-WAGSCHAL [301])
1 ;
]|Dlj" €5, 1sisa+l g

les relations

N
(o]
T [Max{ I u!ia £2() {x}... 1{x}I}J e
1 i=1 xeX |af=m K
[u=Tul <30 S 1] 17 [ul o
m,p.K [a(kr1- 2)] Up(k+1)1'P k+1,p,K Py
{h.3.3)
N d;
r ar o
LY. Max( 2 B[ £33 (g (x)aensh GO pk*1
E =1 J-1 xek |a|-m [ul K
J.“'T = r}t [q{kﬂ-r— ‘5]]1!th{}1+1"1':']1;§ k+1,p,kK ﬂE

Bt +
oil ici r:te]-ln1

On constate alors que le second membre de (L.3.3) est, de fait,
indépendant de K , puisque F est une famille affine : 1'utilisation des
eoordonnées barycentriques montre qu'il ne dépend que d'un n-simplexe
fixe. On a donc bien des relations du type (4.1.10), en utilisant 1"hypo-

thése (4.1.6). On retrouve ainsi le théoréme 6 de CIARLET-RAVIART [27]. []

On vérifie ainsi d'autre part que les formules (1.2.13) du théo-

réme 1.2.1 conduisent & des majorations uniformes de 1'erreur d'interpola-

tion au sens de la définition L4.1.1. O

On peut noter également que, dans le cas d'une famille affine

réguliére d'éléments finis droits polynomiaux construits sur des n-simplexes,



.28

le théoreme 1.2.1 montre que l'ordre asymptotique des majorations de 1'er-

reur d'interpolation {au sens de la définition 4.1.2) est kK + 1 -m .

4.3.2 Application des théorémes 1.3.1 et 1.3.2 4 1a méthode des &léments

finis droits polynomiaux

Comme dans le paragraphe 4.3.1 on se place en théorie affine.
Il est elair que les théordmes 1.3.1 et 1.3.2 s'appliquent & la mEthode

des Blfmepnts finis droita.

Soit F une famille régulidre d'€léments finis polynomiaux cons-

truite sur des n-simplexes.

Bupposons alore que les conditions d'application du th&oréme

1.3.7 soient réalisfes et soit u € Wk+1'P{K] ‘

8i les relations (4.3.1) sont vérifiées et si les fonctions de

base p; et P;j

on obtient pour tout q 2z 1 , pour tout entier m 2 0 tel que k+1>m+-§ .

s'expriment de la méme fagon qu'au paragraphe 4.3.1

(mes K}”‘l"‘f'l’?

(k=m) 10p" (k#1-m~ ﬁn‘*’P‘np:k+1~m11"P

+610m [ul hﬁﬂ-m

k+1,p.K

{]‘I'-3¢h] [U"HUJ s
m,q.K

‘31 - E.l{n,k,m.p.q,ﬂ,K]



i) 1
Imeaﬂ}_ % izj ‘JK[}E}=EE:JBGTE(11EXJ’...'A“*1[x]“]qax I :
T [p' (k- g—,}J"’P'rp:mm”P
(4.3.5)
i T 13
e 2t u"t ” Bl fijnll:x},...,amtx}}ﬂ ax}
r-T (k-r)! [p* (k+1-r- —}J”P Cpliti-r) 1172

Pour caleuler les constantes définies par les relations (L.3.5)

cn peut utiliser les formules,

ol semn N 1

n+1 1 r+
t
(x)) = {u1+u2+ wnﬂ_l_n]!n.{mes k)

n+1

Vi
(L.3.6) J (A, 0)) Tenn(r
K
(ef. par exemple ZIENKIEWICZ [89] , ol K est un n-simplexe ,

J'nt{x}l,.-., (x) 1les coordonnées baryecentriques de x par rapport aux

o+

sommets de K et ol Visesoa Vo e N

Les fonctions de base &tant polynomiales par définition de F
on cbtient donc encore, & partir des formules (L.3.4), (k.3.5) et compte
tenu des relaticns (L4.3.6), des mejorations du type (L.1.7) avee C =

Cin,k,m,p,q,5,0} , donc uniformes eu sens de la définition L.1.1.

D'autre part, faisant p = q dans les relations (4.1.7) on

constate que 1'ordre asymptotigue des majorations de 1'erreur de PI" &

interpolation en semi-normes [ ] est k+l-m . O
mIPIK b
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T &tant toujours une famille affine régulilre d'élfments finis K
polynomisux construits sur des n-simplexes, 1l'application du théoréme 1.3.2
donne &galement pour tout v e Hk+1‘P{K} et pour tout m = 0;1;....k%1
des majorations du type (L.1.7) , avec p = q , donc uniformes au sens de

1a défipition L.101.

T1 suffit, par un raisonnement analogue & celui qui préciéde de

s i e a r
majorer les quantités [pi]m,p,n et [Pijlm,p,ﬂ

Pour cela, on utilise les relations (L4.3.6) pour le calcul des

. o I 1 1
expressions Epi]m,p,ﬁ et [Pij]m,p,ﬁ et 1'on montre gque l'on a
1/p
& o [(mes K)
[P-] £ C: »
1 m,p,K i m
Py
r oF (mes KJIIF
Ep. A = ule i
1] m,p,K 1] m
Pk

d'cll des relations du type (L.1.10).

Comme dans le cas précédent, l'ordre asymptotique des majorations

de 1'erreur de Pﬂ-interpﬂlation est k+ 1 -m
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L.3.3 Exemples numérigues
On adopte dans ce paragraphe la terminoclogie de CIARLET [28]

pour la désignation des &l8ments finis utilis@s.

Certains des résultats numériques donnés ici 1'ont &té Egalement
dans [8] , [u4] , [45] mais ils sont améliorés, compte tenu des remar-

gues 1.1.2 et 1.1.3.

Triangle de type (1)

En appligquant le théoréme 1.2.1 on obtient pour tout u e H(K)

3 2
[u=-Tha] £ — [u] h
0,K /5 2,K >
2
3 h
[u-Hu11,K S ;;E [u]2|K o

En appliquant le théoréme 1.3.1 pour m = 0 et le thforéme 1.3.2 pour

m =1 on cbtient pour tout u e 12 (k)
[u-Tiu] s 0,8 [ul, . h°
oK ? 2K 2

h
Euuﬂu]T,K < (VZ + 1,5 EJ [uJE,K h .

Triangle de type (2)

En appliquant le théoréme 1.2.1 on a pour tout u e HB{K}

o - 3
[u Hu]D.K < [uJBKh s



I

2,5 [1.413.K 5 X

I

[u-Hu]I'K

h3
[u_m-l]E,I{ £ 3,75 [uJS,K F

En appliquant le thfor@me 1.3.1 pour m = 0,1 et le théoréme 1.3.2 pour

m=2 onapour tout u € H3{K}

3
[u—-IIu]ﬂ‘x s 0,3 [u]3lﬁh
1 3 h o
(u-Tul, . = (—+= =) lul, , k
1,K /3 2 p .

[u-Mul < {-l
2,K 75

Triangle de type (3}

£igh.3.]

En appliquant le thécréme 1.2.1 on obtient pour tout u € HM{K)

ER N
Lu-fludy ¢ < 3~ fuly ¢ B

L

h
[u-Hu11‘K < ¥3 [ulh,K b .



. h
tu—nuJE’H = 915 [u]h’ic pz »
h!l
[u—Hu]LH s b [u]h,h‘. ;_.5_‘
En appliguant le thforéme 1.3.1 pour m = 0,1,2 et le théoréme 1.3.2

pour m =3 ona

i L
[Lt-]Iu]G’ﬁ £ 'Eg Eu]h,h‘. h
= L o AT B 3
(u IIuJ.hK < l:g t% n} tu]h,j{ h
folad, , € (= + 2L oy 42
2K /5 2 ﬁE htﬁ

3
3 h
[u—Hu]B'K < (-—-—~+]|—i 3 ) [u]h,K h

Triangle d'Hermite de type (3)

En appliquant le théoréme 1.2.1 on a, pour tout u € Hh{K'} les majorations

suivantes

1 b
[u*Hu]ﬁ!K s g [u]h’K h s

e

L
[u-]'.hi11 X < 3 [u]h,K =
[u*llu]E'K < 8,5 [u]lﬁ,l{ == "

h
[u—HuJS'K < 19,5 Eu]it,l( =3
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De méme, en utilisant le thoréme 1.3.1 pour m = 0,1,2 et le théorime

1.3.2pour m =3 on obtient pour tout u € Hhtﬁ]

&)
[u-ﬂujﬂ_.x - ‘E [u]h K h .

fu-fiady {jg+ Ei%} fuly o 0,
1 11 h° .2
La-Tlad, o = {:@'I-E—E] [U‘]h,ﬂ RS,
1 h>
[u-ﬂu]E'K < {3 : 127 ) L—“]h,ic h

On peut remarguer gue les résultats concernant les deux &léments finis de
type (3) sur un triangle sont comparables quant & 1'expression des mejo-

rations.

Triangle d'Argyris de type (5)

Pour une étude détsillée on renvoie au paragraphe 4 de [u5] (ef.
Sgalement [44]). Indiquons simplement que la méthode utilis@e pour obtenir
lez majorations de 1l'erreur d'interpolation consiste & ramener cette étude
i celle employée pour l'estimation del'erreur d'interpolation dans le cas
de 1'élément fini d'Hermite de type (5) (ef. ARGYRIS [10] , CIARLET [261,

RAVIART [681).

Pinalement par application du théoréme 1.2.1, on obtient pour

tout u € HE{K]



- b 6
Lu Hu]ﬂ,l( £ (0,02 + 0,01 p} E“JE,K B,

[u-Tu] < :011+u|231 [ul ﬁ
b - ' s1€p" g b ’

6

h h
[u-Tul, . = (1,66 + 2,28 E} [u]E*K p—a ;

N h - h_
[ H’*ﬂs.x < (25,5 + b1 p} [“JE,K i

Cu=Tul < (185 + 405 B) [u3 n®
W K P “E.K;h‘ ’

(u-llalg < (W3 + 152 %} Lulg ¢ s

Si d'autre part on utilise le théoréme 1.3.1 pour m = 0,1,2,3,4, et le

théoréme 1.3.2 pour m =5 il vient

h 6
Eu-ﬂuIG’K < (0,006 + 0,015 E} [u}E,I{ h =
[u-Tul < (0,005 + 0,0 1‘-+n12*]f~}E] h'j
i< ¥ - ’ B 5™ % 02 "6k :
n° ~ I
[u—ﬂu]E’K < (0,03 + 0,58 =3 +12,28 '?} [u]ﬁ’l{ h %
p p
[u-Mul £ (0,13 + mﬁ + b hh] [ul K3
B,K ’ 3 ‘_‘E u E,K ]
p p
iy b2 2
[1.1*—]1\!.1]1‘[”[lc < (0,5 + 100 -;E- + Los p—sj L—u]E,K h Z

h’ ha
[‘HI“JE,K < (0,012 + Lo ;5 + 152 F ) [u]ﬁjﬁ h
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11 est eclair que dans ces derniBres majorations, certains termes

n_=

figurant dans les majorations sont "négligeables" devant ceux comportant

le facteur h 4

P

Eiﬁ:ﬁ:g;g

Indiquons enfin quelques exemples numériques sur des £l&ments finis cons-
truits sur des rectangles (on aurait des résultats analogues pour des E1&-

ments finis construits sur des parallélogrammes cf. GOUT [u4]).

Rectangle de type (1)

En appliguant le thforZme 1.2.1 on cbtient pour tout wu € HE{K]

= 3 2
[u “u]D.K $3 [u]E,K 5
hE
Eu-ﬁult,ﬁ <) EUJE,K el

En appliquant le théoréme 1.3.1 pour m = 0 et le théoréme 1.3.2 pour m = 1

2
on &, pour tout u e H (X)
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2 e

2
{u~ﬂu]ﬂIK £ 3 [u]E,K h

[“_H“JI.K < {JE'+-—-E -E—J {u]E’K h

r =

o= .
Rectangle de type (1)

Rectangle de type (2)

iiELE;ﬂzi

Rectangle de type (2)

En appliquant le théoréme 1.2.1 on a pour tout u € B3 (K)

» 3
Cu-Tiuly o <4 [wly B0

h3
[u—ﬂu]1‘K £ 18,5 [u}3'K ==

~

2
o

[u-ﬂuJE,K £ N7 [uJE,K

En appliquant le théoréme 1.3.1 pour m

m=2, il vient pour tout u e HE{K}

5
[u-ﬁu]n £ 0,5 [u]3’E h

’K

=0, 1 etlethéoréme 1.3.2 pour

£u]3,K h -
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£
1 h
Lu-ThaJ s { =—_ * 18 ==) Lu] h .
2,K /3 pE 3,K

Remargue L.3.1

Dans tous les exemples on constate gue les constantes obtenues
par application des théorémes 1.3.1 et 1.3.2 sont meilleures que celles

que l'on obtient & partir du thforéme 1.2.1.



4.4 APPLICATIONS AUX ELEMENTS FINIS RATIONNELS DE WACHSPRESS

Dans ce paragraphe, on applique les résultats des théorémes 1.2.1,
1.3.1 et 1.3.2 & des familles d'€lfments finis rationnels de Wachspress sur
des gquadrilatdres, des pentagones ou des hexagones convexes fermfs du type

de ceux construits aux chapitres 2 et 3 .

On donne £galement quelques exemples numériques, notamment dans
le cas oll les El@ments finis &tudiés sont construits sur des hexagones régu=-

liers:

Rappelons que les résultats concernant les &léments finis ration-
nels quadrilatéraux de Wachspress de degrfs 1, 2 et 3 ont #t# donnfs dans
APPRATO-ARCANGELI-GOUT [6] et que la plupart des autres résultats figurent

dans GOUT [u6],[ugl,[50],[51]

L.5.1 Cas des &l8éments finis rationnels de type Wachspress sur un quadri-

latére

Dans tout ce paragraphe les quadrilatéres K considérés sont df-

finis comme au §.2.1.

Montrons tout d'abord la

Proposition 4.4.1

Sott F une famille régulidre (cf.(L.1.6)) d'éléments finis ra-
tionnels de méme type dont 1'élément fini générique (K,P,L) est suivant
les cas L'élément fini rationnel de Seremdip de degré 1,2,3 ou b4 , ou
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1'élément fint ratiomel d'Hermite de degré 3 sur un quadrilatére. On sup-

pose de plus que F vérifie l'hypothése (h.2.2).

Alors, pour toute fonction de base w d'un élément fini ration-
nel de Sevendip de degré 1,2,3 ou b ou d'un élément fini rationnel d'Her-
mite de degré 3 sur un quadrilatére, il existe une constantie cﬁ{n,uil L3—

dépendante de K telle que
(L.b.1) ]Iw"D,ﬂ,I{ s C lo,v) .

Démonstration

Pour les démonstrations détaillfes concernant les £l€ments finis
rationnels de Serendip de degré 1, 2 ou 3 , on renvoie & la démonstration
de 1= proposition 5.1 de (6] . Dans ces trois cas, donnons simplement quel-

gues indications.

Le résultat est immédiat pour 1'€18ment fini rationnel de Serendip

de degré 1 00 || w]lﬂ ok =1 {cf. également [9]) .

Elément fini rationnel de Serendip de degré 2

A partir des expressions (2.3.3) des fonctions de base, en ubi=
lisant la proposition 4.2.4 et 1'hypothése (L.1.6) on obtient pour tout icl

2a{2+u1}

(b.4.2) M hax * =

De méme, utilisant les propositions 2.2.1, 2.2.3 et 4.2.1, apres
avoir utilisé le théoréme des sccroissements finis et la proposition 4.2.2.

on montre que pour tout i € I



Lk

ﬁhnE{E+u1}2(1+u1lh{1+2u132

(4.4.3) ""’i—i,i“a.w,x % )
i

Le résultat se déduit des relations (L.h.2) et (h.k.3).

Elément fini rationnel de Serendip de degré 3

A partir des relations 2.4.1, en utilisant le passage & K et
en tenant compte des propositions 2.2.1, l,2.1, du théoréme des accroisse—
ments finis et de la propositions 4.2.2, on obtient le résultat pour les

fonetions de base relatives aux sommets de K .

Le cas des fonctions de base relatives aux noeuds intermfdiaipes
ge traite par un raisonnement analogue. Pour L 5 par exemple on a les
¥ 9
majorations

2

13
[|w [ i<
42,3V 0,2, K W = s =X & 5 =
L 1 5{3223,a2}ﬁ(&223,a3}5[a223,a3321

et 1'on d8duit le résultat, en appliquant le thforSme des aceroissements fi-

nis et en tenant compte de la proposition 4.2.2.

Elément fini rationnel de Serendip de degré L

= Ponctions de base L

Consid€rons par exemple la fonetion de base W, - D'apr@s les rela-

tions (2.5.2), les propositions 2.2.1 et h.2:4, on:a

(h.k.5) vxek Ju(x)] s (1 +-&1}“ ARG
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oil *g dépend de K (cf. §.2.5.2) et od %= FE1{x]
Compte tenu de (2.5.1) il vient

Bup Iﬁg‘:ﬂl < -*..KI—' Sup hﬁ{f]l
XekK Y2 {32] Xek

Utilisant alors une méthode snalogue Z celle permettant de démon~
trer la proposition 5.1 de [6] on désigne par ¥ le carré [0,2] % [0,2]

st par T la translation telle que K=T {k} .

Posant alors = {}'1 ,qx"z'.l = T-T{i} et

K

(a,0) = 1(8%,0,(8,0) =1 "(85,), (1,00 =7 (85

(0,8) = 1 (&5,,), (0,6) = T8, , (0,0) = ¥ (&];,).

On vérifie gue 1l'on peut alors définir ;J; par

K s 1 M3 1 A3 odByy a2 g+i+d 2
(Ypor)(x) = o= X1 Tef *2 aBy X1 " es 2
(4.4.6) - [" ishn:g;;]w—u - le)iEtilmills o« SRR 3

ed+id+de N i
e8¢ 2 3

et donec que

Sup ]ﬂgli}l < Bup |{‘|"12(an”£}| 5
XeK XeK
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Pour majorer YSET sur F » compte temy gde (4.4.6) et au fait
que Iu],[ﬂi,f?f,{ﬂl,ls!,f¢[ sont majorés par 2 , i) SUffit de montrer que
Ces quantités sont minorées indépendamment ge K . Or, on géduit du théoréme

des accroissements finis que

Sagpgea,) < 8(a%, ,a,) Sup [loFy (2) |

XeK
soit encore, compte tenu de (2.5.3)
§la,, a.)
(b.h.7) lal = 6(a5,,,8,) 2 1 —
SHE ankfi}”
XeK

Utilisant alors les propositions 4.2,2 et .5,y on obtient

T V4 1 Yy
(4.4.8) [n[ b N ( e pK} 2 m——
1 C by hf2+u1ja c

ol C est upe ¢onstante indépendante de K . On a done le résultat pour
la| : on eurait ges minorations analogues pour IEI,]T],iﬂi,]sf et [¢] .
Par suite on vérifie bien (4.4.1) Pour w, , il en serait de méme pour
lif.l ’wsﬂtwh -

= Fonctions de base L o T e I 2 . i
sl 21417 1,1+ e !1""]:5':.

Il suffit de faire la démonstration pour l'une de ceg fonetions
de base (le résultat s'€tendant sans difficulté aux autres Tonetions),

Soit la fonetion ge base ¥2 5 3 DPar exemple. Qn a
- Rt |



L, Lk

yxek l“E,E.ELx]I < {1+'%1]h Iq§:E|3(i}l

gvec _.K ¥t
sup \pz 5 3[x]]
1 e | B |
K ek
sup lﬁz,z,sii” = a(eK 2 Y6(ak ) 18 & )|
ZeK 2,2,3°"2 2,2,3"3) B 2,3 '%2,2,3

P a <K ¥ ;
ol ﬁ{a2'2'3,a2} et 5[32,2'3,33} sont minorée par des quantités ne aé

pendant que de vy et o (ef. relations (4.L.T) et (b.4.8)).
De méme o0 &

-

X K sup |85 p,3®) = e'(vy50) s
|P2,2,3{a2.a,3” feK

car on peut écrire, en reprenant les notations de la démonstration précé-
dente pour la fonction de base W, que

K 1 e g3 -1 1) ¥
{F2,2,3°T}[x] By X By X1 + lﬁﬁﬁ—* 1) x; %1

et gue

K (gf _ (o-B)e-Y) .1 g(af K ya(af  ..&°
185 53822301 =7 By T BY “52.2.3'52.3"‘““2,2,3'“3.3,21'

Utilisant ici ggalement la proposition L.2.4 aprés avoir utilisé
le théoréme des accroissements fipmls pour 5‘“2.2,3’“2,3} et ﬁ{a2’2,3,a3’3‘2L
on obtient finalement des majorations de le 5 3[x]] sur K ne dépendant

=3

que de O et Vi » d'oll le résultat.



ks

= Fonction ge base ¥y

e 3

On a :i.mmEdiatEm.ent

Vxek IwbE{xH &9 +;}T.'Ihf ﬁf{i” < (1 +;‘1;|J‘

€& qui termine 1g démonstrat;ep dans ce cas,

—_—

Elément Lol rationnel gt d'EEEHl..LEE_EEJEE{E_EEEE_EE,EEﬁﬂ_EEEEE

= Fonction de base wo
_________ e ___4

On &, d'apras les relations {Eﬁ,h}, Pour tout j . g

‘Efaij 'E.i‘f‘?{x J'Ei“"3{x'}£1 {x.]'
ety < i ' L2y LI RN P ) 2lx I

Compte teny deg résultats obtenus pour 1es fonctions ge base de 1'818ment
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Considérons alors par exemple 18 fonction de base correspondant
au point B85 (1es résultals sont analogues POUT les autres sommets). Si
1'on désigne P8T ¢ 1la translation introduite dans 1a démonstration pré-
cBdente 1'.;{ = 'r[‘k]'_l i1 vient, ;a &tant définie per 1es relations (2.6.3)
et compte temd que 85 = 1[3,?5} g

Fo0E o

g n AL
= +
Lllr.ll-.‘ul',i dx1+ x2+%‘x1 Ex2+ .

= "
t*rgcf}{agl
e o "g y * i

ou &, '3, i s'mcpr:-.m&n’c. en fonction de GE’BE*GE et €, donnés dans les

relations (2.6.3)-
D' apres (b.4.9) et {h.h."ll}] on &

2 ny g

M
Sup lux1+'ﬁgg+5§1+

ek

1 oy
o =)
““g“g'm,g < (1+ U.l} € X, * W
Utilisant les relations (2.6.3) aéfinissant Yy o i1 est possible de cal-
Ay
culer les constantes o ,'E 5 O ,"E" données dans (4.4.11), en fonction des

coordonnées parycentrigues Eys s et 53 de 8, Par rapport aux sommet s

du triesngle Dby b, by (ef. relations (2.2.5)). 11 vient

2
v__1.3 ‘ PRE S
2 2 {Ef‘ﬁe"zai 2 3~ 2 (B, Eg k3

& v 1 Eo
€= E *+3 {51-£2-E3] ’

avec
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"

Ainsi pour majorer I&l,fﬁ[,jﬁi et ]‘IE"l s 11 suffit de mejorer lETI et
]Ejzi . Or par définition

8(ay,,[b,,0,1) 6(ays[b,,0,)

IEEI = 5 = 1
(ha,[b.l .h3J]

51 » 8(b,4[bssb,1)

8 -

ol [bE'bﬂj {respectivement [bi’baj ) désigne la droite passant par les
points b, et by (respectivement by et ‘h3}. D'autre part, si tll'j (resp.
£'__) est un &lément de P GHE} tel gque -E'.Iaﬂxl =0 (resp. 1’23(11 = Q)

23
soit une égustion de la droite [b,l 'bSJ (resp. de la droite £h21b33} %

on a
¢ 3
|g1| Z iz Eg{ﬂh) Z | {Hh] | 5{31]
2 y5(n,) 2 o leg) UL ay) s(@,)
1 v 5
ol E.TEDFH = TB— et E'EanFﬂ: ,._;?_3 sur K 7
Comme

0 oy(8,) = B g(8,) et 2 5(8) =2 5@

il vient d'apr®s la propeosition 4.2.1

1 1
(h.4.12) &) 145 et EM IR +;;1

i

PR e y ! .
Ainsi |u|.[m,|ﬁ| et |€| sont majorés par des constantes
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indépendantes de K d'oll la relation (4.4.1) pour w5 « On a un résul-

tat analogue pour w2 | wg et wﬁ ;

o
1

et 1

- Fonctions de base w. W g
2it] i-1,1

T

On fait la démonstration pour 1'une de ces fonctions de base,
les résultats étant analogues pour les sutres.

) ey 1
Par d&finition de LA fef. (2.6.4) on=a

£(a;) 22 (). . (x)2. (x)
(4. 12) | v xeK w' (x)] = % RS- h U DA i

s1i#¥1

2
£i+E{aij£i+3{ai}£i{ni+1J £(x)

Compte temu des majorations obtenues pour les fonctions de base de

1'élément fini de Serendip de degré 1 on a

{xJ£ (x)
(4.4.13) e susllsam & Bip Sive :
' ¥ [a }i*ia. )
xek 1+9 541

Utilisant alors les propriétés de Fp , en particulier la propo-

gition 2.2.3 0ona

{x)£ (x)

(4.5.14) 1+2 - :.+2'H:|’t (%) 3{E )s(&. +1}
()8 (85,1) i+2{§i}£1(3i+1} (s(5))2

1+2 1

A partir des relations (h.h.13) et (L.L.14), compte tenu des pro-

-

positions 2.2.1, k.2.1 et de la géomftrie de K , on obtient

1 - 2
Hwi,i+1”ﬂ,w,K s (1 +'—1]
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ce qui termine la démonstration. O

On obtient alors le

Théoreéme 4.4.1

Soit F wne famille régulilre (done vérifiant 1'hypothése (4.1.6))
d'élémente finie ratiomnels de méme type dont 1'élément fini générique
EI{,PK,EK] est suivant les cas L'élément fini ratiomnel de Serendip de de-
gré k=1,2,30ub , ou L'élément fini rationnel d'Hermite de degré % = 3
sur un quadrilatére. On suppose de plus que F vévifie 1'hypothése (L.2.2),

Soit I 1 'opérateur de P interpolation relativement d EK .

Alors pour tout m = 0,1,2,...,k <l ewiste wie constante C indé-

pendante de K telle que, pour tout v ¢ Hkﬂ"P{I{:l y aveec k+l '—‘-%

dans le cas des éléments finis ratiommels de Serendip et avee k > E

dane le cae de l'élément fini ratiommel d'Hermite, on ait pour tout K ¢JF

k+1-m
(b.b.15) [v-Tv) € Clvlyy o B
m*FIH

Démonstration

On est dans les conditions d'application du théorsme 1.2.1 avec
Q=K , d'ol 1'on déduit, quelle que soit la nature de 1'6lément fini gE-
nérique de F (8lément fini rationnel de Serendip de degrf 1,2,3 ou b ou
élément fini rationnel d'Hermite de degrf 3 sur un guadrilatére), qu'il

existe une constante ¢ indépendante de K telle que

k+1
(L.k.16) ety ox s € U l o,k D gatp kP

weJd
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ol Pest 1'ensemble des fonetions de base w de 1'Elément fini considéré.

Mors, £tant donné les hypothéses sur JF , d'aprés la proposition

4.1.1 on a, dans tous les cas considérés ici

c I[m.rl;u.ﬂ || ""

(h.ko17) "“'"m,m,x < 0,0.K *

Pk

ol les constantes C(m,r,v,1) sont définies par (L.1.1) (on peut remarguer
que d'aprés la proposition 4.2.3 les hypothéses (L.2.1) et (4.2.2) sont

iei équivalentes et gue 1l'on peut done définir v en fonction de \.I'.l] .

Le résultat se déduit alors immédiatement des relations (L.L4.16),
(b.4.17), de 1'hypothése (L4.1.6) vérifife par F et de la proposition

o T 8 ad

Remarque 4.4.1

Les relations (4.L.15) montrent que les majorations de 1'erreur

d'interpolation obtenues sont uniformes au sens de la définition L.1.1 .

D'autre part ces mémes relations (4.4.15) montrent que 1'ordre
asymptotique des majorations de l'erreur de PK-interpolatinn en semi-norme
I-]m b.K est k+l-m , c'est-d-dire identique d celui que 1'on obtient

'Ey

avec des €léments finis droits polynomiaux de méme degré. O
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4,4.2 CAS DES ELEMENTS FINIS RATIONNELS PENTAGONAUX OU

HEXAGONAUX DE WACHSPRESS

Dans tout ce paragraphe K est un pentagone ou un hexagone défini

comme au §.3.1.

On & alora la

Propogition 4.4.2

Sott F une famille régulidre (ef.(4,1,6)) d'éléments finis ration-
nels de méme type dont 1'élément fini générique (K,P,I) est suivant les cas
1'élément fini pentagonal de Wachspress de degré 1 ou 2 , 1l'élément fini hexa-
gonal de Wachspress de degré 1 ou 2 , 1'élément fini ratiomnel de degré 1
sur un hexagone régulier ou 1'élément fini rationnel d'Hermite de degré 3
sur un heragone régulier. On suppose de plue que F vérifie les hypothéses
(k.2.1) et (4.2.3).

Alors pour toute fonction de base w d'un élément fini pentagonal
ou hexagonal de Wachspress de degré 1 ou 2 , ou d'un élément fint rationnel
de Lagrange ou d'Hermite de degré 3 sur un hexagone régulier, il existe une

constante wau,u,va,ugl , ‘indépendante de K telle que

i

(h.4.18) ||w|[n’ﬁ,1{ £ CLv,0, vy,v,)

Démonstration (ef. GOUT [50],[51] )

Cas des €léments finis pentagonaux ou hexagonaux de Wachspress de degri 1
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On a immédiatement dans ce cas, pour tout i e I = zﬂm (N=5

ou 6) suivant les cas :

(4.4.19) 1|wi||D,W,E =1 ,
qui résulte du fait que W, 2 0 sur K et que, puisque

P2 PI{K:I 5

i}
on & _I wi{x] =2
1=1

Cas des &léments finis pentagonaux de Wachspress de degré 2

- A partir des relations (3.2.3) on montre, pour tout i ¢ I , que

T N 1
y(a:) | ( iv2lie3 el s ) (x|

i
Ltisthiat 1

vxeK |wix)] = |

I1 résulte alors de (3.2.1) et (4.4.19) que

£'. (x) 6(x,d'.)
VxeK Iwiile = | = = = < ’x
E'ifail ﬁfni,d’i] ﬁfa.i,d'i}
Or (ef. notations du §.3.1)
6lagsd's) =5 8lagad; g )

Conme, de plus, F vérifie (L.2.3), il vient

1
L] L
E{ai,d i] :_2 v, hK 2
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et par suite, pour tout i e I
2

(.4.20) ‘ rwiIG,W,K P 2

2

- Toujours & partir des relations (3.2.3) on obtient, pour tout i e I

q £,

{ lf2£i+3£.i._+ll Ei } ‘ }
2 £ 2 ai ,i“" L] X "
iectiagbinndy g

De plus, pour tout je I , j#4i+1 sy Ona

LI [ R
b%,500) Mitaa)  Slag gi08)

Utilisant la proposition 4.2.6 on a

W
3"
Mopwity) > 5

On déduit alors de ce qui précidde et compte tenu de 1'hypothZse (4.2.1) que

I

g

A saloer € T
2

. 16y
7
¥

Cas_des €léments finis hexagonaux de Wachspress de degré 2

- On déduit des relations (3.3.4), (3.3.1) et (k.4.19) que, pour tout i ¢ I

X )] ll'i{x} I ﬁ(x.ﬂ'i} By
VX e welx = |— = <
- 'E‘i{ﬂ-lj 6{55_'&"5.} ﬁ{&i'd'i:l

Par un raisonnement analogue & celui utilisé dans le cas du pentagone, on



montre gue, pour tout iel

2
(h.4.22) l I“iln,m,x < v, .

- De méme, toujours d'aprés les relations (3.3.4), en utilisant 1'hypothése

(4.2.1) et la proposition 4.2.6 on a pour tout i eI

(4.4.23) ’ |"i,i+1|n,w,r:

Cas des &léments finis rationnels de Lagrange de degré 3 sur un hexagone

régulier

- Considérons d'abord les fonctions de base W, , i € I ,correspondantes

aux sommets de 1'hexagone. On déduit des relations (3.4.3) et des expressions
des fonctions de base des &léments finis hexagonaux de Wachspress de degré 1,

compte tenu des relations (4.4.19) , que

yix)
¥xek |“1{1]| < 1

Y(&i}

D'aprés (3.4.2) on a igmédiatement, pour tout i eI ,

(4.4,24) %

Iwi | D‘HjK
_ Considérons maintenant une fonction de base correspondant & un point

a.

{4,040 soit par exemple la fonction de base W, (on obtiendrait des

mejorations snalogues pour les autres fonctions de base en utilisant les

symétries ou en effectuant des permutations circulaires ).
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Des relations (3.4.3) et de la remarque 4.2.3 on déduit, pour

tout x e K

(x)| =

|w

3 (e LR L, ) (x)

3
2

112

(omme, pour tout j ¢# 2 |,

£.(x) 6(x,d.) ..
‘—J—-.._. = Sl.lp = —_._.P_*..___
Ej{ﬂ112} xek 6{&112,d5} 6[3112.dj}
et gque de mEme
I 'Ezlh{‘} 2 N - hy ‘
L. i lag:n) 8la, . ., 1) 2
2,4 112 112*72. 3 & {“T’de,n]

cn obtient d'aprés 1l'hypothdse (h.2.3) et la proposition 4.2.6

I 112'0 o K ?Tk5
| B ]
Iﬂvzui

(h.h.25)

Cas des Eléments finis rationnels d'Hermite de degré 3 sur un

hexagone régulier

- A partir des relations (3.5.2) on montre, comme dans le cas précédent que

3.

1

A

1

-

¥x ek Iw;(x}| <

D'sprés (3.5.1) on & donc immédiatement, pour tout i e I

(k.4,26) l ¥ lomx % 3



L,56

On econsidére maintenant une foncticn de base LEREPOTE soit par
¥

exemple wl 5 (on obtiendrait des résultats analogues pour les autres
*

- 1 +* *
fonctions de base W sy e Lo T8V,

) .

ainsi que pour les fonctions

de base wj .
I1-1

D'aprés la remargue 4.2.3 et compte tenu des relations (3.5.2)

on a

3 4 (£8,2.0,L, ) (x) |

|w1 E{x}! g =
| 2 (a)) LLLLL, e

Il suffit alors d'utiliser 1'hypothése (4.2.3) et la proposition

L.2.6 pour obtenir le résultat suivant, valable pour teut i ¢ I

1 3 1
v sarlomx <32 T ,
2"3
(h.h.27)
1 3 _1
1"’1,1-1'9,w,x 2 Sad .
2"3

Alors les relations (4.4.18) se déduisent des relations (L.k.19),

(h.h.20), (h.h.21), (K.4.22), (L.4.23), (h.4.24), (B.K.25), (M.h.26) et

(L.h.27). O

Remarque U.L.2

Lorsgque les €léments finis &tudifs sont construits sur des hexagones
régulidrs , les familles correspondantes JF sont affines et de ce fait les

majorations des fonctions de base s'obtiennent simplement.
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Notons que dans ce cas les hypothéses (L.1.6), (L.2.1), (L.2.2)

et (4.2.3) sont Evidemment vErififes, En particulier

B 2 ldoex o3
Pk 3 Inf |qlx)] R

xeK

(ef. remarque L4.2.3) et, d'sutre part,

Il vient slors le

Théordme 4.4,8

Sott F une famille régulidre (vérifiant done l'hypothése (L.1.6))
d'éléments finis rationnele de méme type dont L'élément fini générique
{K'PK’EK} eat sutvant les cas L'élément fini pentagonal ou hewagonal de
Wachsprese de degré k = 1 ou 2 ou L'élément fini ratiomnel de Lagrange
ou d'Hermite de degré k = 3 eur un hexagone régulier.

On suppose de plus que Fvérifie les hypothéses (L4.2.1) et (L.2.3) .

Alors pour tout m = 0,1,...,k il existe une constante Cindé-
pendante de K , telle que , pour tout v ¢ HkH‘P{I{'.l avee k >§ 81 F
est une famille d'éléments finis rationnels d'Hermite de degré 3 sur un
hexagone régulier et k + 1 >§ dans tous les autres cas, on ait, pour
tout K eF

< @Lvl pitim

(4.4,21) {v-ﬂxﬂm’ k+1,0.K . i

p,K
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ea N, est L'opérateur de F

= -interpolation relativement & L

K K

DEmonstration

Etant donné les hypoth@ses vérififes par [F, on peut appliquer le
théoréme 1.2.1 avec 1 = K . On en déduit done, gue dans tous les cas en-

visagés, il existe une constante C indépendante de K telle gque

. r k+1
(b.h.22) [v'"Kva,p,I{ < €( § [v]m'mlx} "ﬂkﬂ,p,!{ b ;

woe R

oii B est 1'ensemble des fonctions de base de 1'él&ment fini {K,PK,EK]

générique de la famille F

Or, d'aprés ls proposition b.1.1, on a, pour toute fonction de

base w des Bléments finis conszidéris iel

Clm,r,v,i)
(4.4.23) o), . 3 - ol oy

K

ol les constantes @{m,r,v,j) sont définies par (4.1.2) avee j =2 si K
est un pengagone ou un hexagone régulier et j =3 si K est un hexagone

quelcongque).

Les relations (L.L.21) se dBduisent alors des relations (l.h.22),

(4.4.23), de 1'hypoth@se (L.1.6) et de la proposition L.h.7. 0

Remargue 4.4%.3

Comme dans la remargue 4.3.1 on peut signaler que les majorations

de l'erreur d'interpolation donnfes dans (L4.4.21) sont uniformes au sens de

la définition 4.1:1.



De plus, ces relstions montrent que 1'ordre asymptotique des
majorations de 1'erreur de P-interpolation obtenues en semi-norme

E']N,P1K est k+ 1 -m . 0

Remarque 4.4.4

Dans le cas od Fest une famille d'éléments finis rationnels
de méme type dont 1'€lément fini génfrique (K,P,L)} est suivant les cas
1'é1fment fini rationnel de Wachspress de degré k= 1,2 ou 3 ou 1'Elé-
ment fini rationnel d'Hermite de degré 3 , construits sur un hexagone
régulier, on peut expliciter la constante C dans les relations (k.L.21)

obtenues par application des th€orémes 1.3.1 et 1.3.2.

Comme tout &l8ment K de Fse déduit de 1'hexagone régulicr do

; . " T B s fy oz A

référence K de sommets &, = ( q ' 7] F;“ = (0, 3) , 8y = (- P R
J‘ 1y = M
8= S 'E] (0, -3) » Bg = {5~ --E ) 5 par une similitude de
repport h, , on a pour toute fonction de base w des &lfments finis uti-
lizés
- Kl”E [quK]m'K
(h.h.2L) [“]m K 73 = ;
7 [mes K] By

Mlore & partir des relations (1.1.5) et (1.1.9), compte tenu

des relations (L.b.2k)

- 8i F est une famille d'fléments finis de méme type d'élément fini géné-

rigue 1'&lément fini rationnel de Wachspress de degré k = 1,2 0u 3 (de
+1

type lLagrange), pour ue B (K) et pour m , 0€msk -1, on peut

prendre
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0
1 1 V2 1 1
= d o=ty [wor, 1 = )
wenll emaem sl MOATET ib oK
pour m =k , on peut prendre
/2 o
Calt o 8 L 1 (7 [word =)
5 K1 . Pk x)
k1 #EI?FF ik + i) $=1

= 81 Fest une famille d'éléments finis rationnels d'Hermite de degré 3 ,
pour u e Hh{H] et pour m, 0 <£m <2 on peut prendre

1 1 Ve

PO, ¥ = I [w? of 1 =

(3=m)!  2/T%=m) (3-m) 36 VT i=1 L

—_— e saOF ) =4 v
6 ﬂ;g- ieT 1,i+1 K'm K 2440 Fid m,K

ki1 s

pour m = 3 , on peut prendre
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4.4.3 Exemples numérigues

On se limite aux cas des €léments finis rationnels de Wachspress
construits sur des hexagones réguliers, et A 1'application des théorémes

1.3 ek 13525

Aprds avoir calculé les semi normes |w| . par procédé infor-
]
matique, utilisé les relations (4.4.25), on obtient successivement, compte

tenu des relations (1.2.17), les majorations suivantes :

Elément fini de Wachspress de degré 1 sur un hexagone régulier

Par application du théoréme 1.3.1 pour m = 0 et du théoréme 1.3.2 pour

m=1, onapour tout u e HE{H}

2
[u- HKu]G X =z 0,88 [u]E K K

u—HRp] 1,K s 3,73 [u] 2,K By

Elément fini de Wachspress de degrf 2 sur un hexagone régulier

Par application du théoréme 1.3.1 pour m = 0,1 et du théordme 1.3.7

pour m =2 , on &, pour tout u € Haiﬂ}

3

[uHHKu]ﬂ.K < 0,58 [u]3’x by

2
[u—HHu]}‘K = 3,18 [uJE,K hK

[1;1"]1’]{:.1]‘,:3”K g 2L [ul 3K hK



Elément fini rationnel de Lagrange de degrf 3 sur un hexagone régulier

Par application du théorZme 1.3.1 pour m = 0,1,2 et du théoréume 1.3.2

4
pour m=3 , on a , pour tout u e H (K)

I

[u-Tul

L
Ko,k 0,83 E“]h,i: B

3

13

[a-Mal, o € 1,82 [uly b

I

2
Lu-llgad, (o % 37 [uly y b

W

{uP“KuJS,K ko [u]h,K hK



.63

4.5 OPTIMALITE DE L'ORDRE ASYMPTOTIQUE DES MAJORATIONS DE

L'ERREUR D'INTERPOLATION

Dans ce paragraphe, généralisant le résultat obtenu dans
ARCANGELI-GOUT-ROYER [9] (théoréme 3.3) on montre que 1'ordre asymptotique
des majorations de 1'erreur d'interpolation en semi=-norme [ ]m,p,i{ (au
sens de la définition 4.1.2) obtenu & partir des théorémes 1.2.1, 1.3.1 et

1.3.2 est optimal,

Pour cela on considére des familles particulidres d'€lfments finis
qui sont des "triangulations" convenables d'un ouvert polygonal de R® par
des polygones. L'@tude qui suit est développée dans R° mais reste valable
dans le cas des &léments finis droits dans R" , pour lesquels le résultat

obtenu est d'ailleurs déjd connu (ef. par exemple GELINAS [u3]).

Seient § un ouvert polygonal borné, d'intérieur non vide, de BE

et JCun ensemble de réels strictement positifs. Soit {'Eh:lhf:.ﬁ une famille
régulidre de triangulations de 0 (ef. 0.3.6) au moyen de polygones con-
vexes fermés & N cOtés (N fixé = 3,4,5 ou 6 suivant les cas). On suppose

de plus que la famille I:'Hh]h e 3 satisfait aux conditions

A
Il existe une famille {Ehlheﬁ et un nombre w > 0 tels que
2
(i) vheX |, By < Gy
(ii) Pour tout h fixE dans J€, tous les Eléments K appartenant

(4.5.1) %
a 'Eh sont Egaux @ une translation prés.

{iii) il existe un polygone convexe fermé K & N cotés, de

diamétre 1 tel que
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vhel, VK eﬁh . quK{E}

ot F, est une homothétie de rapport he s

(iv) vheJ , mes ( U K)>w
K{éﬂ

On a alors le

Théoréme 4.5.1

Spient § un ouvert polygonal convexe de R y d'intériewr non
vide, (G, ) q¢ wre famille de triangulations de T vérifiant (4.5.1).
Sott Fune famille d'éléments finis {K’PK’EK} de degré k et de méme type,
assoeide (ef. 0.3.7) d la triangulation {Eh}he.ﬁ . On désigne par 1,

i 'opéprateur de PK-intezpoEutinﬂ relativement d L -
Alors il existe V| « Pkﬂmel et, pour tout p 2 1 , une constante

Cly,p,w,k) indépendmte de h tels que

1/p 1/p
(h.5.2) |YneRy( [  [|y-My|? ) 2 Cld,puk) @
fy

K eB, k+1,p,K

Démonstration

Par hypothése f"Gh}hEx vérifie (4.5.1).

lotonsz (K,P,I) 1'€lément fini de méme type que celui des &léments

n
de F , avec pour Ke By

cii F, est mis pour

K avec Fp affine puisque F, est une homothétie.

Fin
KIK
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De plus 1'&lément fini (K,P,I) @&tant de degré ® il existe | PRH{IH?],

homogéne de degré k + | , tel que

(4.5.3) 1#!;: fﬁ :

|
et pour tout K Ei?h
i 1
{L.5.4) ' IL'GFH ﬂﬂik*w sur K ,
2
avec Y € B (R°) .

Notens maintenant

V=% » v =% .
Il est clair, d'aprés (4.5.3) et (b.5.4), que
Done

VhekR, VKeB, . Y fP .

-

Soit 1 1'opfrateur de P-interpolation relativement & I .

Fi &tant affine, on a
(4.5.5) l {wK_HK*K}a Fp = Wy OF, = H{wkoFk]

Mais d'aprés (L.5.4)

(4.5.6) l VyoFy = hiﬂwﬁ *ily
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otl ak € PE{FC}

Alers comme E = Pk[K}, i1 vient d'aprés (4.5.5) et (4.5.6)

(h.5.7) (UMb JOFy = B (Vg = ) -

Alors, comme F, est une homothétie de rapport hy il vient

i 2

. -~ B o
ltmﬁ HKwK}QFKlk+1,p,K hK ]¢K Hx¢x1k+1,p,x

d'ofi 1'cn déduit de (4.5.7)

= = 1v2/P1y Fya =
e Tl ey ook = B W MWRlker ok
o, pour tout h €J& et pour tout K e Ty
Iwﬁ-m'l{lkﬁ sDoK Re s
On en déduit qu'il existe C(y,k) telle gue pour tout h ¢JE et pour tout
A
K = '.[;h

(4.5:8) [V T e p, i 2 CLYsE)  (mes BV

On obtient slors § partir de (4.5.8) et de 1l'hypothése (b.5.1)

P
vhed( 1 |wx'nxwﬂlk+1,?,E}1KP
ICE'Gh
(b.5.9) s
P
K.e

Ke 'é'h
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et d'aprés (L4.5.1) (iv) il vient

YhelR ( ] |¢_HH“‘1£+1,P,K?”P“?WJ=J u/e

K c1§h

d'oll les relations (4.5.2) avec

c{"‘plplu}’k} = c{lt‘:k: W‘IF O

Remerque 4.5.1

11 existe des familles de triangulations E'Eh}hﬁ i d'un polygone

convexe fermé 1 de W° , du type défini dans (4.5.1).

Par exemple, on peut construire des triangulations 1§h telles que

pour tout h e JE

avec

A
oll les #léments K de G, sont égaux & un déplacement prés et oli, pour j,
- ﬂ" H - & - - »
1€j<J, BY vérifie (L.5.1), les &léments de 15: ne servant, si né-

h
cessaire, qu'd compléter la triangulation.

Pour N = 3 , il suffit de prendre deux types de triangles rectan—

gles isocéles qui sont des demi-carrés (ef. fig. 4.5.1 ) ; on a done J = 2.

Pour N =4 , on peut considérer un pavage au moyen de quadrilaté-

res indiqués dans la figure L4.5.2 . Ona J =8 . (on peut aussi choisir
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des carrés).

Pour N =5 on peut considérer un pavage au moyen de pentagones

de deux types (J = 2) (ef. figure L.5.3 ).

Pour N = 6 on peut prendre des hexagones réguliers (J = 1).

{fiE;&:

In
B

(1 ¥5]
—



I BG

Du théortme 4.5.1 on déduit le

Théoréne 4.5.2

Soit {'Ghjhs.]ﬁ une famille de triangulations d'un ouvert poly-

gonal borné 0 de R® vérifiant L'hypothdee (4.5.1).

Soit F une famille d'éléments finis (K,Py,L,) de degré k pour
lesquele 1'hypothése (1.2.1) eat vérifide, assoeide (cf. (0.3.7)) a la

famille de triangulations {'Eh}hsx -

On suppose que l'ordre asymptotique des majorations de l'errewr de

P ~interpolation en semi-norme [.1 oK B F  (ef. définition %.1.2)

egt E+l=-m .
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Alors cet ordre asymptotique est optimal en ce sens qu'il n'existe
pas d'entier k' >k et d'entier m , 0 <m <k + 1, pour lesquels on ait

des majorations analogues d (4.1.10) avee k' au Ifeude k .

Démonstration

(Dans le courant de la démonstration la lettre C désignera diver-

ses constantes indépendantes de K).

11 suffit de raisonner par l'absurde. Supposons qu'il existe un

entier k' >k et unentier m , O sm =k + 1 tels que

YKeF, Vvew Pg

(4.5.10)

k'+1-m
v =
el < CP 0 Dl

F Etant associe i {Ehlheﬂﬁ qui vérifie (L.5.1), d'aprés le
théoréme 4.5.1 1l existe ¢ ¢ PkHEHE} et n'appartenant pas i Pl{ {pour

tout Ke F ) , tel que, compte tenu des relations (1.2.17)

i/p
W51 | vee® (I Wemgl ) oz ocu'

K‘Ei"h k+1,p,K

Utilisant alors la relation (4.5.5) et le fait que Fp soit af-

fine (homothé&tie de rapport hI{] y on cbtient, pour tout K e B, » compte

tenu des relations (1.2.17) .

H"Hﬂ’lkﬂ,p,ﬂ: ¢ (g~ ““'1: k+1 ,p,

k+1-m - "
Ew—nﬁw 5 b EIPE-HIJIEJ oy

(L.5.12)
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Désignant par E l'espace de dimension finie, image de Pk+|{KJ
par (I-Nl), donc indépendant de K , on constate gue les semi-normes

L Jltﬂ,p,ic et [ ]n,p,K sont des normes sur E , donc Equivalentes. En

effet soit 6 ¢ E avec [8] =0 : alors 8 ¢ Pk{i(} et de plus

k+1,p,K

8=y-Tp,peh, (K .

e =Mmy-m) =0 ,
done, comme EE?k(E}EE <

.

=8 =0 .

On aurait un r8sultat analogue avec la semi-norme [ ]m = E
A

On déduit alors de la relation (L.5.12), pour tout h e J et
pour tout Ke T, , que
C
(k.5.13) -t ok 5 T TPy p ok

by

A partir des relations (4.5.10) et (4.5.13) il vient, pour tout

hele

¥ 1/p <k
(k.5.14) ( I Cy-mpl )  scCh et s @
~ k+1,p,K bEY
Kc'l;h

"
car hxih s pour tout I{e'b'h .

Comme %' -k >0 , la relation (4.5.14) est contradictoire avec

les relations (4.5.11), d'ol le résultat. ]
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Remarque 4.5.2

Se plagant toujours dans la situation des théorémes L.5.1 et

4.5.2 on définit, pour tout v € Wit haP(g) s pour tout m = 0,1,...,k+1 ,

les semi-normes L BT de l'erreur d'interpolation sur 2
g
1/p
N (v)=( § C[vna® ) ;
u,0, Gy, & mink
pE B
KETSh

Supposant vérifife 1'inégalité inverse %—-S U (pour tout K e ?:h],
K

on montre, par un raisonnement analogue & celui utilisé dans la démonstration

du théoréme 4.5.2, que

= k+1-m
“m.p,r;h“’} =O(h Y g

et que 1l'on n'a pas pour k' réel, k' >k

" k'+1-m
Hm,p;'ﬁhm = Oh )

On en déduit donc que l'ordre asymptotigue de 1l'erreur d'interpo-

lation sur (I en semi-norme N est exactement k + 1 - m .
m,p :'Eh

Ces ré&sultats sont & rapprocher du théoréme 3.2.6 de CIARLET [26]
ainsi gque de ceux obtenus par GELINAS dans [43] et concernant ce qu'il ap-

pelle "approximation d'ordre optimal".

Donnons un résultat (dans un cas particulier) constituant une ca-

ractérisation des espaces de EScbolev.
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Théoréme 4.5.3 (GELINAS [43])

Soient 0 un ouvert polyédrique borné de R" , d'intérieur non
vide, p un nombre tel que 1 <p <+« , k un entier domné, T une
fonetion appartenant & W oYX(R) ,0<m <k .

Alors £ ¢ W< 'P(0) 87 et seulement si, pour toute triangulation

"oresque wuniforme" 'Gh de Q en élémente K (h <h ),

P /o
¢ 3 [f-¢|m,P'K ) g pT . :

Inf
ﬂiEPk('Gn:l K € By

ou Pk_i'l‘a'h} est l'ensemble des fomctions polymomiales par morceaux,

telles que, 8t Y € Pk{ Eh} 3

KeT » W e B (K) |,
h g~ K

et oii M est wie constante indépendante de fh

Démonstration (ef. GELINAS [43])

Indiquons que pour GELINAS une triangulation presque uniforme de £
est 1'intersection d'une triangulation uniforme (i.e. formée d'&léments

tous égaux & un déplacement prés) de R" avec 0 .












Chapitre 5

EFFET DE L INTEGRATION
NUMERIQUE DANS LA RESOLUTION

D'UN PROBLEME D ORDRE DEUX
PAR ELEMENTS FINIS RATIONNELS

L'objet de ce chapitre est 1'Etude de 1l'effet de
1'intégration numérique dans la résclution d'un probléme aux limites ellip-

tique d'ordre deux par &léments finis rationnels.

On envisage le cas des €léments finis rationnels quadrilat&raux
de Serendip de degré 1, 2 et 3, qui a déjd fait 1'cbjet d'un article
d'APPRATO-ARCANGELI [5], ainsi que celui des €léments finis rationnels qua-
drilatéraux de Serendip de degré L et d'Hermite de degré 3 (cf. chapitre 2}.
Dans ces deux derniers cas la méthode utilisfe est analogue & celle de [4].
Enfin on #tudie le cas des €léments finis rationnels de Lagrange de degris

1, 2, 3 et d'Hermite de degr# 3 sur un hexagone régulier (cf. chapitre 3).

Dans tous les cas, les méthodes utilisées sont basé€es essentie]-
lement sur un résultat d'ARCANGELI-GOUT [8] , les méthodes usuelles (CIARLET-

RAVIART [29]) ne pouvant s'appliquer au cas des €léments finis rationnels.
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5.1 RAPPELS

On reprend en grande partie dans ce paragraphe les &l&ments conte-

nus dans le §.1 de [5] .

5.1.1 Généralités

tigre T

(5.1.1)

Soit 1 un ouvert polygonal de ZHE , convexe, borné, de fron—

Soient Bys € L(Q) yii=1,2 et £ Lz{ﬂ} a

On supposera dans tout ce qui suit que, pour presque tout x ¢ Q

2 2 .
EY}G i HE= {EI'EE'} ERE .E. &ij[xjsi Ej E-T -zEf )
i,j=1 s

On considére alors le probléme mod&le suivant, qui d'aprés (5.1.1),

admet une solution unique

(5.1.2)

1
u e Hofﬂ]
1 % du du
vv e H (Q) I g, = w—dx = J fv odx
o {Tmy Jg 29 ij Hxi qQ .

ol H;{ﬂ} désigne 1'adhérence de D(f}) dans H‘{ﬂ} §

Scit JE un ensemble de réels strictement positifs. Pour tout h ¢ X

3 3 i L 1
on se donne un sous-espace vectoriel V , ~de dimension finie de Eﬂ{ﬂ} et

on associe au probléme exact (5.1.2) le probléme discret
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b € Yen
¥Yv.e ¥ J 8, 55— w—dx = I f vrldx =
h oh i SO 7 ij ij axi 0

Le probléme classique suquel nous nous interessons ici est celui
de 1'étude de 1'erreur dans la résolution de (5.1.3) avee intdgration numi-

rigue.

Dans la suite, les espaces ?Eh utilisés sont des espaces d'élé-
ments finis rationnels de Wachspress de méme type dont 1'&lfment générigque
est soit 1'€lément fini rationnel de Serendip de degré 1, 2, 3 ou h, soit
1'élément fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un quadrilatire, soit 1'A1%-
ment fini rationnel de Lagrange de degrf 1, 2 ou 3 sur un hexagone rigulicr,

s0it enfin 1'@lément fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un hexagonc ri-

gulier.

B b2 Rappels

Les notations utilis@es dans ce gui suit sont celles des chapitres

précédents ainsi que celles de [29] et [85].

JC &tant 1'ensemble introduit au §.5.1.1, seoit {T;h}h cje une

famille régulidre de "triangulations" de 0 (done vérifiant (0.3.0) et

(k.1.6)) composée de polygones de méme type qui sont

- soit des quadrilatéres convexes K , fermés, non dégénérifs en trapizes ou

en parallé&logrammes,

- soit des hexagones réguliers et des triangles K .
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I1 est elair en effet qu'on ne peut "trianguler' 0  uniquement
au moyen d'hexagones réguliers (contenus dans [)) et que si on veut utili-
ser des hexagones réguliers, il est nécessaire de compléter la "triangula-

tion" au moyen de triangles. On suppose alors que

a=(U«x) U (HH)

Ke EL X , avec
K hexagone régulier K triangle
(5.1.h4)
L =O(h) mes 0 , ol R = I__] K
Ke t:h
K triangle

Dans tout ce qui suit les €lEments finis utilisfs sont notés

{K,PK,EK}- I1s sont tous (ef. chapitres 2 et 3) de classe €% .

Pour tout h €J£ , on définit alors par "ul'h 1'espace vectoriel
= o 0
(5:1:5) vy {vh eCR), VYKe T':h . vhlh: € F‘ﬁ} '

oll suivant les cas PK est 1'espace d'interpolation de 1'#1fment fini ra-
tionnel de Serendip de degré 1, 2, 3 ou 4, ou de 1'élément lini rationnel
d'Hermite de degré 3 sur un gquadrilatére ou de 1'&l&ment fini rationnel de
Lagrange de degré 1, 2 ou 3 sur un hexagone régulier ou enfin de 1'&lément
fini rationnel d'Hermite de degrf 3 sur un hexagone régulier. Dans ces 2

derniers cas, et compte tenu de (5.1.4), pour tout K ¢ Tfh , keg" "

Py est un espace de polynbmes tel que V, < co(R) .
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De plus pour tout v € C°(Q) on désigne par v le V= inber-

polé de v .

Remarquons enfin que si [1fh}hejﬁ est une famille de triangula-
tions de 0  en hexagones réguliers et en triangles vErifiant (5.1.4) alers

les hexegones réguliers virifient les hypothdses ((L.1.6),(ii)) et (h.2.1).
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5.2 DEFINITION DU PROBLEME NUMERIQUE APPROCHE

5.2.1 Position du probléme
Soit {!gh]hsjﬂ une famille de triangulations de @ de 1'un
des types indiqués au §.5.1. Supposons h eJE fix&. FPour k = 1,2,3,h et

pour tout espace d'€léments finis V, utilisé ici (ef. §.5.1.2) on définit

1'espace vectoriel
(5.2.1) v =dv eV, “ht = 0}

ol v, est defini par (5.1.5).

Pour approcher la solution du probléme (5.1.3) qui s'@erit encore

(5.2.2)

2 Buh 'Elvh

L iEjM IK&ij ?J E: dx = E: L{f vy, 9%
]

Kefh Ke G,

on est amené & définir la forme générale d'un probléme num@rique analogue i

(5.1.3) ot les intégrales sont remplacfes par des approximations num€riques :

on se donne donc des formules de quadrature numérique sur 1'&élément courant

K de fh
2 VR ;
(5.2.3) [(owex v oG 0l L imz

ol 1'indice i = 1 correspond i 1l'approximation des intégrales figurant au

ler membre de (5.2.2), 1'indice i = 2 & celle des intégrales du 2éme membre
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et ol k est le degré de 1'Elément fini générique de 1'espace Vy i

De plus on note

2
1 d )
(5.2.4) Yv,w € Hul:ﬂ} alv,w) = ) z J 8 5 F‘ﬂ'x'—. L‘ ax
1,3=1 “Q J 1

(5.2.5) vw e HI(Q) f£lw) = [ PEBE
2 )

De méme, supposant les aij et f suffisamment réguliers, on

pose
B?h Ewh 1
(5.2.6) H*vh,w {? nh{vh,vh] = I E ml K E 1J T, EET} {hth}
Ke T J 2
h
ol v, et w,  sont respectivement mis pour vhlx et thK , et
Ly
(5.2.7) Vi, eV fh{wh} = 7 AET {fv-r ) E?:-:,l f:l .
Ke T,
On définit alors le probléme numérique approché
€ Vo
(5.2.8)

Yuy eV, g lure) =1 (w) .

I1 reste & préciser le choix des poids et des noeuds corres-

I'.I.Il
A, K

pondants hl K i=1,2, dans les formules (5.2.3).
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5.2.2 Définition et existence de formules de guadrature numérique

Cas des £léments finis rationnels de Serendip de degrés 1,2,3,4

ou de 1'€lément fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un quadrilatére

Le cas des &léments finis rationnels de Serendip de degrés 1,2,

ou 3 est traitéd dans [5] .

Rappelons, compte tenu des notations de [5] , 1'expreszion des
i

ALK T
les fonctions de base de la Qﬂk—1{H} in-

poids mi K et des noeuds d'intégration b Désignant, pour tout
1

k=1,2,3,k , par (§,)

12<hi?
terpolation de Lagrange (cf. [26]) et par {le o les noeuds corres-
12h<hk
pondants, on pose pour i = 1,2
: d, (%)
- A
{5'2'91 ‘ir !‘- - 1’-.1--,1“. = th mlts} = l.. —————
; * kK s%ig)

et on définit

mi'K = Eiia} Jufgh}52k+i{;h} .
(5.2.10) 2

Va=1,...,L = Lk
i

B3

= Fﬁtbh} .
On montre, pour k = 1,2,3,4 (cf. APPRATO-ARCANGELI [5]) qu'il
existe un nombre vn(kj tel que, pour v 2 UD(k] , tous les poids ml "
]

soient strictement positifs.

On vérifie que les cas de 1'£lément fini rationnel de Serendip de

degré b, comme celui de 1'€l2ment fini rationnel d'Hermite de degré 3 se
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traitent de maniére identique.

On suppose désormais gue, pour k = 1,2,3,4, la famille {T:hjhEJE

vérifie, non plus 1'hypothése (L.2.2) mais 1'hypothése

(5.2.11) dv, >0, vz uﬂ{k] , Yh el , VYK "'Gh’ ;1:; 5{x,d1(:| z v, b oo

sur_un hexagone régulier

Soient E 1l'hexagone régulier de sommets il = {Ei , %}. 52={ﬂ{% s
_ I 1 N 1 o - (V3 1
3- {"h—',r]. Eh“ {"F; "]I}: 55— {D'I-E} 3 aﬁ_ {]l_ s -‘E J'l done

de diamétre Egal & 1 , F,. la transformation affine telle que Fﬁfaj] =a,

[0

jels= 2{5! , ol les a; sont les sommets de l'hexagone K appartenant i

Ty + I1 est clair que

{5.2.12) l JK{i] = det EFH{i} = hﬁ .

Nous allons montrer qu'il existe des formules de guadrature numé-

rigue
L'
- 1 & - -‘i
K A=1

ol l'indice i est égal & 1 (resp. €gal & 2) lorsqu'on Atudie le cas du
ler membre (resp. 28me membre) de (5.2.8) et ol la Tonction poids ¥, est

définie par



Tfﬁ?[i] i i=1

(5.2.14) | #,(8) =
Vawm) & i

!
(44]

avec §(x) =-% E E? = Rg s Vérifiant les conditions suivantes :

a) (5.2.13) est exacte sur P (K) pour i = 1 (resp. F2k+2(KI

2k+3

pour i =2 ,

(5.2.15)] b) pour i =1,2, {hi s 1 $AS L} est contenu dans K et

{hl ., 15\ < L1} contient un ensemble Fk+h{[':}-unisnlvant "

1
c}vl,is?\sL1, Eih:w::- .

ol k désigne le degré de 1'élément fini considéré,

Plus généralement on a le

Théoréme 5.2.1

2 et w une fonction eontinue stricte—

Sotent } un compact de R
ment positive sur & . Pour tout k e N , il existe wne formule de quadra-

ture

B
[vooetex v ] woem)
X A=1

evacte sur le::l{,} s telle que 1l'ensemble {bl s 1 £X< A} soit contenu
danse X et contienne un ensemble Q (X)-unisolvant et telle que pour tout

X B Youney R 5 w, >0



Démonstration

Ce th&oréme compléte des résultats de TCHAKALOFF [78], DAVIS et
RABINOWITZ [36] (rappelés également dans STROUD [771). La démonstration

s'inspire de celle de DAVIS [36].

Soient d'un intervalle fermé de R , {b‘i ed' ,1=1<k+1}
l'ensemble des noeuds d'intégration de la formule d'intégration de Gauss-
Legendre, exacte sur P£k+1{d1} (done sur Pk{d'}} et A': , 1 =1 < k41,

les coefficients de Gauss correspondants, tous strictement positifs (cf.[361.

On vérifie immédiatement que 1'ensemble {h'i. 1<1isk+ 1}
est P, (d')-unisolvant et on désigne par {p'; s 1 5isk+ 1} 1'ensemble

des fonetions de base de Pktd*} correspondantes, avec

k+1
{x_b'i}
(5.2.16) p's = J=1,j# i e op o gepe
k+1
| SRS
T e
J=1,3#i

et

(5.2.17) , A'i-J p'.(x)dx > 0
ar
On définit de la méme fagon un intervalle fermé 4" de R s un
ensemble {b“j €d" ,12j<sk+ 1}, des coefficients A“j s 123 5kt
et un ensemble {p“i y 12 jsk+ 1} de fonctions de base vérifiant des

relations analogues aux relations (5.2.16) et (5.2.17).



On considére alors le pavé D = 4d' x 4" de R° , les points
- " 2 i _— " _
hij = [b'i s B j} de D , les coefficients “ij Al. A 3 et les fone
tions Ps s =p; © By - On vérifie alors que l'ensemble {bij‘ 1€1, j<k+1}
est Qk(D}—unisolvant et que {Pij' 1%5i,jsk+1} est 1'ensemble des fonc-
tions de base de Qk{l)} correspondant. De plus les coefficients A..

W
sont strictement positifs et vérifient

.y e 1.3 1
(5.2.18) Aia IDle{x]dx 0 , 1$i,3Jsk+

On suppose dans ce qui suit que d' et 4" sont tels que D

soit contenu dans JU

Utilisant alors une méthode analogue & celle utilisfe dans le

§.5.2.2 on définit n;j et Dj;, ,1si,jsk+1 , par

+. —
(5.2.19)
Dij ={xeD, pij{x] <0} .
On a alors, pour tout i,j = 1,...,k+1 5
By = [ wtolnyoex
(5.2.20) o+ pij{x}dx Sup wix)
z Inf wix) I |pij(x}|.5x ij _ xeD
e D, . I lp: :(x)]ax Inf wlx)
1] 1
D. xeD
ij

et 8i on pose, pour 1 =i , jsk+1
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Pij{x}dx

{5.2.211 uij = j 2
J IPij{x”dx

on vérifie, compte tenu de la définition des Py des relations (5.2.16)
et (5.2.18) que les coefficients o sont indépendants de D et strie-

tement supfrieurs & 1

Donc, comme w € C°(D), si le diamdtre 6&(D) de D est assez

petit,
Sup wix)
Vi, = Tye.s,kti gt <o
Inf wix)
xeD
et par suite
(5.2.22) Visd = Taeeu kil Bij >0,

Boit ¢ € Q. (D) , on a , pour tout x € D

K+
¢(x) = i‘§'| ¢Ebij}?ij
d'oll en utilisant (5.2.20),
k+1
(5.2.23) ¥ ¢ e Q(D) Inw{x] $(x)ax 'i,gﬂ B, 5 -:H'bij] :

On utilise alors un raisonnement analogue & celui de DAVIS [36]

(cf. &galement la démonstration du théoréme 3.4.1 de [771).



Soient Dn un pavé contenu dans K , fixé, p‘i’j les fonetions
de base et B;'j les coefficients, 1 < i,j < k + 1, définis 4 partir d'une

formule de quadrature numérique de type (5.2.23) sur D, -

I1 existe un ensemble {D.f, , 1 =& <L} de pavés contenus dans K

L
tels que, si on note JE,*= K = (U n

; I
£=0 ¢

(5.2.24) ] mes K- < €
ol € est choisi suffisamment petit (ce qui est toujours possible) pour que

(5.2.25)

Vi, =1,....k+1 BT, <B° oi Bf+=l*

. wl:x]p;j{x}d:u i

Pour tout £ =1,...,L on considére comme précéfdemment des formules

de quadrature numérique de type (5.2.23) sur Df. « D'oll pour tout d}EQk{J{.}

k+1
(5.2.26) B -t T (TR, J' wix)p(x)ax = § st ¢{b*?.} .
Dy i,j=t %
On & d'autre part pour tout ¢ e Q,k[ X))
(5.2.27) (x)9(x) k? To 6(v2.)
52, J' dx = B . h?. "
JE* wix)d(x 4 53 ¢ i3

Des relations (5.2.26) et (5.2.27), ainsi que de la définition

de X* on déduit

8) |Y A e o on¥ o 7O et £

J{' i'lj=1



oll, compte tenu de (5.2.22) et (5.2.25) , on a

Hilj = 1["'1k+1 HEK:.I-:'!!!,L B?q- = Ef- } G Et B.

(5.2.29) %5 i3 i

Aprés réindexation, il vient & partir de (5.2.28) et (5.2.29)
(X) f
Vo e X J. wix)g(x)ax = w, #(b,)
% * g Pt A A

les coefficients wy Etant tous strictement positifs et 1'ensemble
{'l:lnj'l » 1 £ XA} contenant un ensemble Qk{ﬁi}-unisclvnnt ce qui achéve

la démonstration. g

On déduit alors le

Théoréme 5.2.2

Sott K 1'hexagone régulier défini ci-dessus. Pour tout k=1,7,3,
pour tout 1i=1,2, <l existe une formule de quadrature rumérique de type
(5.2.13) vérifiant, avee (5.2.14), les conditions (5.2.15). O

A partir des résultats du thforéme 5.2.2 on d&finit des formules

de gquadrature de type (5.2.13) sur 1'élément courant K de Eﬁl :

pour i = 1,2 et pour tout A = 15.44,0L; on pose
i 2 i AR .
(5.2.30) Wy g = by & a {bl} N bl‘H inbl}.

5.2.3. BSchéma d'Etude

Dans la suite, comme dans 1'article d'APPRATO-ARCANGELI [5] , on



va suivre la méthode introduite par CIARLET-RAVIART [29] et CIARLET [26]

ce qui eonduit & examiner successivement :

a) le probléme de 1'ellipticité uniforme de la forme bilinfaire 8, dé-

finie par (5.2.6) 3

b) celui de la majoration, pour k = 1,2,3,4 , Ke th ; 3 = 152 et
v, aw

i h h 2 %
vy, s W, €V, , des quantitds EKEaij B, B ) et E.(fw,) ol les for-
mes linéaires E; et Eg sont définies par

L1
0 1 _ 1 1
(5.2.31) | Vv e C°(K) EK{'V} = I v dx z ) ﬂb}.,l(} .
K A=
et
L

2 Voa 2
(5.2.32) | Wv e CO(K) E(v) =|wvax- ] w . v(bl )

K - s ARG

Dans le cas des £1féments finis rationnels de degré k sur un
quadrilatére, les coefficients m; K et les noeuds hi K S e e
i ] 3

sont définis comme dans [5]. En particulier on & L; = lik® o T 1

Dans le cas des &£l8ments finis rationnels de degré k sur un

+

hexagone régulier, les coefficients m;: K et les noeuds ‘bi K sont défi-
L] b

nis par les relations (5.2.30) & partir de formules de gquadrature sur K

-~

de type (5.2.13) vérifiant les relations (5.2.14) et les conditions (5.2.15).

Dans le cas des €léments finis triangulaires les coefficients m; K
¥

et les noeuds bi K sont définis comme dans la théorie classique de CILARLET-
¥

RAVIART [29] .
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e) enfin, celui de la majoration de 1'erreur ]uhu;|! o ¢ u; désignant
¥

la solution de (5.2.8).

On suppose dorénavant gue pour k = 1,2,3,k

(5.2.33) Vi,j=1,8 a;; € Hk'miﬂ] )

(5.2.34) 3 Hk’PfﬂJ avec p > %




Dedia ?D =ELLIPTICITE UNIFORME DE LA FORME ah

h

5.3.1 Cas des £léments finis de Serendip de degré 1,2,3,4 et de 1'81&-

ment fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un guadrilatere

Dans tout ce paragraphe K est un quadrilatére défini comme dans

le §.5.1.

On considére toujours que h €J0 est fix&. On a alors le

Théoréme 5.3.1

On suppose vérifides les hypothdses (5.1.1), (L.1.6), (5.2.11)
et (5.2.23). Alore pour k = 1,2,3,4 1l eriste une constante B > 0 in-
dépendante de h telle que

2
vv, €V, o 8 lv,v,) 28 Ivh|1 5 B
E )

on V., est l'espace introduit au §.5.2 et a la forme bilindaire

définte par {5.2.6).

Démonstration cf. théordme L.1 de [5].

On notera gue dans le cas de 1'élément fini rationnel d'Hermite
de degré 3 et dans le cas de 1'Elément fini rationmel de Serendip de degré A,

on a, comme dans le cas des €lfments finis rationnels de degré 1, 2 et 3 :

G 1 =
Vv, e V Yi= 1,9 _DFEFGk{H}'



5.3.2 Cas des €léments finis rationpels de Lagrange de degré 1,200 3,

ou de 1'€lément fini rationnel d'Hermite de degré 3. sur un hexagone

régulier.

Dans ce paragraphe K est un hexagone régulier.

Soit h € J fixf. Il vient alors le

Théoréme 5.2.2

On suppose vérifides les hypothdses (5.1.1), (5.1.4) et (5.2,33).

Alors il existe une constante B > 0 tndépendante de h telle que

2
Vv, e U a.hivh,vhl £ fvh] N

1,8

ol Vs est L'espace introduit au §.5.2 e a, la jorme bilinéairve

h
définie par (5.2.6).

——— e

On suit les idées de la démonstration du théoréme 4.1 de (5] ,

Soit k = 1,2 ou 3 fixé. Par définition on & pour tout Vo TN

3 ? b 2 M v )
VoV, ) = w B . 70— — J(b. )] +
*1'Yh*Vn K.Eﬁh ( 154 A K, ij Exi ALK Ah

Kep-n*

[ S

ol &, » compte tenu de (5.1.L4) et (5.1.5) est défini par

L
1 av av
" 1 il O
= 1 ( Eoug (o5 ) “’m.n::') =
Ke C A=1 i J
h

Kef



et vérifie, d'aprés 1'hypothése (5.1.1) et les résultats classiques sur

1'approximation par &léments finis polynomiaux (cf. CIARLET [26])

2
(5.3:1) > B, vl
Ah 1 h 1 ﬂ*

ol B, est une constante > 0 et indépendante de b .

Comme les poids ml K sont positifs d'sprés (5.2.30), il vient
¥

compte tenu de (5.1.1)

III1 1 2 av 2
et atprsr L 3 shed [ odol o m
Ke fh o
Ke@-Q"
ou encore, avec (5.2.30) ,
L, n
a_h[vh,vh} >y ) 121 [h ) E [‘: —LorF Hbl}]
ke €.
h*
Kefl-0i

Désignant par 'i'h la fonction wrhaFK on obtient

a-,'.- -
h 1 h 7
{5'*3-2:’ it o, L e m— i=1,2
Bxi K hK Bxi
d'oll
b, 2 % 12
a (v avp) 2 Y ) 1 8 I [{ﬁ- 5. Hb:t}l + A -
Ke €, A=l Lk i
Keg-0"
EWh Pk+h“”
On vérifie alors gue pour tout k = 1,2.3, ET'Ei c T ,
b 5

espace de dimension finie ; comme (cf. §.5.2.2) 1'ensemble {bl " 1515L1}
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contient up ensemble Prel (K)=unisolvant et 1'application

Ly o B
V7 [9(by]
A=1
Peat, (K) .
est une norme gyr T gq il existe done une constante B, indépen-
dante de h et de X , telle que, compte teny gy fait que les poids E'ﬁ;

Sont strictement positifs,et gue q est continue, Strictement pogitive sur K,

‘on ait
2 %, 2
W) 28 ] 12 IE: Ic &
Ke G'h* »
KeQ-0
Or d'aprés (%.3:2)
2 2
Y
* lo ox lox
d'odl
2
L Y
K e fh oK
K e g-n*
2

Avee (5:3:1) &g posant £ = Min{EI,EE} il vient

2
".?'vh €V Eh{vh,vh] > B hh[‘l' s, 0
3
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1 th awh 2
5.4 MAJORATIONS DE EK {aij EE; = Y ET DE EK (£ Wh}

l_l.n.

geoient h e et Ke 'ﬂh fixés.

g &léments finig de Serendip de degrés 1.2,3,4 ou de 1'81éE-

5,4.1 Cas de
& 3 sur un quadrilatére

ment fini rationnel d'Hermite de de

quadrilatére défini comme au §2.1-

Dans tout ce §, K est un

11 wvient le

Théoréme 5.4.1
On suppose. vérifide

s les hypothéses (L.1.6), (5.2.11) et (5.2.33).

Alors pour k= 152.3:%, {1 existe une constante € > 0 indépendante de

n et de K telle que powr tout 1,3 = 142

dv, av av ow
Moo € Ve [Eees S Pl ¢ B a5 (=2 s
h’'h oh |"K 1J ij ax; e 2 ') Eht,j k,psK | 9% 0,9,k K

et on V gst 1'eepace introdutt au §-5.2.

2 1 1
avec - et —+—=1
l PZ Y P a s

Démonstration ecf. théoréme 5.1 de [s1.

p—_———t— e

on notera que dans tous les cas envisagés on &

| Ewh 3 ~
\ - (0 (&) 55 OF ¢ —5z k- (K) :
1 8

\ ol &,y (a) déﬂigﬂ;; le polynSme de Taylor i 1'ordre k-1 8u point &

| de la fonction &.. —_—
b 3 ':'!xj
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oW

- :311—1(::‘:“:—1:l 0 F)£ le:il
i

On a Egalement le

Théoréme 5.4.8

On suppose vérifides les hypothéges (L.1.6), (5.2.11) et (5.2.33).
Alore pour tout k = 1,2,3,h, 4l existe une constante G > 0 indépendante

de h et de K telle que

h ;

2 G
Yy € Vo, [Bglw)] < ol 1€l ok Wnllo,qx Pk
P

avee p }‘E et % +

=1, etoi Vo 8t L'espace introduit au §.5.2.

h

o =

Démonstration cf. théoréme 5.2 de [5] -

On notera que dans tous les cas

- ‘D'wh €V, Eﬂt-1{¢k_1{a}wh}of' € Qak—l{i:' 2
- "'D'wh £ ‘U‘ﬂh sk(wht':rF} € Qk{E] .

ol ¢k_1lla} désigne ici le polyndme de Taylor & l'ordre k-1 au point &

de ls fonction 1 .

5.4.2 Cas des Sléments finis rationnels de Lagrange de degrés 1, 2 ou 3 ,

ou de 1'élément fini rationnel d'Hermite de degré 3 sur un hexagone

régulier

Dans tout ce paragraphe K est un hexagone régulier et on notera
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que dans ce cas l'hypothése (4.1.6),et 1'hypothése (4.2,1) de [50] sont

- = -
verifiees.

Théoréme 5.4.3

On suppose vérifide L'hypothése (5.2.33). Alors pour k = 1,2

ou 3 , il existe une constante G > 0 indépendante de h et de ¥ telle

que pour tout i,j = 1,2 ; pour tout vy € vﬁh et pour tout W, € von
S OO Y P c e T s T
K'1ij o9x. ax. 2 1§ A%, kupaK Yose MDygiK K
J 1 ey J 1
b
2 i . q i ; .
avee p > X et E + E = 1 ; ot vuh est 1'espace introduit au §.5.2.

Démonstration

On suit les idées de la démonstration du théoréme 5.1 de [5] .
Dans le courant de la démonstration C désignera diverses constantes indé-

pendantes de h et de K .

Boit k = 1,2 ou 3 fixé. Il suffit de montrer le théoréme sous

1'hypothése a__ € Ckfﬁl s, le résultat général s'obtenant en raisonnant
ij

par densité lorsque p <€ + = et par passage & la limite lorsgue p = +o°.

dv

Pour tout a € K , on considére le polyndme de Taylor ¢k_1fa E;E,a}
P R
d 1'ordre k-1 au point a de la fonction &ij'ﬁzﬁ , noté pour simplifier

J

¢k_1{a] et 1l'on 8 , compte tenu de la définition (5.2.31) de E; et des

résultats (5.2.30)
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E'rr o,
SUMIOE ST [ (RO R SES IO
K

oy ~1
E 0 & (6]) ((6,_i(a ) 3z, ) OF) ()

On vérifie alors que, pour k = 1,2,3, on a

aw, ;
Vi=1,2 (¢, ,(a) 5")0Fe— Poysz (®)
i q

d'oll 1'on déduit, d'apr@s le théoréme 5.2.2 que

ow
:
B¢, (a) ,,x—: )= 0o

et donc que

E;taii ax « EE% A Eé K ij Ex = O (a) -“-J]

En utilisant les résultats de [8] , on obtient, avec p > E "

|T v, aw ¢ nt

h h K h h
Etﬂ. .._,__} < J | (__..|
ij ax ax 2 1; axJ K,p.K |F3xi l

(k=1)1 (k- o ) 0,q,K

L
1 1

e

R T
i 0,@,K (mes k) /P

aw, %
Comme d'autre part E;?-D F e éE- Pk*hiK} gqui est un espace de

dimension finie,

Ew1'1
”i.x_-"ﬂ"" K
1 b | | ]

Ewh BH
"E; oFllgmg <€ | =2 T oF|[ o k
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_ [mes K _h
5. ax, OF" 0,q, I{ - (mes K) I ax, ”D,q,lc ’
d'ol il vient, d'aprés (5.2.30) ,

4
Il ﬂ|| (1+G|Imesl?lq)

E {a | ;
k:p:ﬁ 1 O,q,l(

k
ov oW, C
i Hxh E_E ]| . hK 2
J ey | (k=1) ! {k- E}

et le résultat suit. O

On & aussi le

Théoréme 5.4.4

On suppose vérifide 1'hypothése (5.2.34). Alors pour tout k=1,2,3

il existe une constante C > 0 indépendante de h et de K , telle que

e

2 k
Ww, € Vol Bl )| < ~z [f|k'P,K ”"‘h”a,q,l{ by
P
-E-‘r -.l- 41- . — - r - ] 5 4
avee p > et - + Y 1 et on voh est l'espace introduit au §.5.2
Démonstration

e e s e e s

Dans la suite C désigne diverses constantes indépendantes de h

et de K . Le raisonnement est analogue & celui du thforéme 5.k.3.

On considére ici le polyndme de Taylor ¢k_1{n] & 1l'ordre k-1

gu point & de la fonction f et on utilise d'abord le fait que
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P {K)
2k+2
th € voh {¢k_1{a.)wh} 0F ¢ ———

puis le théoréme 5.2.2, d'ol, pour tout w €V

Ly

!zf;trwh}l = |IE{f~¢k_1{a:th dx - l; mi[{r—dik_]{al}wh] {bfl |

Mors, avec les résultats de [8] ona

Kk
b
|E2(fw, )| = X f llw, |l
SR (k=1)1 (k- %J | lk,pok ( b 0,a,K
LE o
151 A

ol |
Oy K (mes K) Vo

1 = ; i g
Comme Y, © F ¢ 3 Pk_‘_jlfK} gqui est un espace de dimension finie

P K
lwoFl - s cljw oF] =c (B2 v |l
h D,M;E h ﬂ’q‘K mes K h U'Iq..'I'K'

d'oll

C by ~ /g
Rew)] & —E— el lwyllo o g (elmes B

2
(k=1)1(k P:

et le résultat suit.
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5.5 MAJORATION DE L'ERREUR |u-u |, o
El

Théoréme. 5.8.1

On suppose vérifides les hypothlses (5.1.1), (5.1.5), (4.1.6),
(5.2.11), (5.2.33) et (5.2.34). 8oit Vi L'espace d'éléments finis

rationnels de degrés 1,2,3 ou 4 suivant les cas, défini par (5.1.5) et
*

' ecelle du pro-

(5.2.1), Sotent u la solution du probléme (5.1.2) et u
bléme défini par (5.2.8).
On suppose que u vérifie la condition de régularité
u e HE‘P{R} , p>2 lorsque k=1 , et
" e Hk+1{ﬂ} lorsque k = 2,3,k4,

Alors pour k = 1,2,3,4 1l existe une constante G >0 indé-

pendante de h telle que

2

* k
e = Clinhana * G 1 Mo im0 1o s pg® 19lep.0)

avee p>2 8 k=1 et p=2 st k=234

Démonstration

Dans la suite C désigne diverses constantes indépendantes de h
et de K
1) Pour les éléments finis rationnels de Serendip sur un quadrilatére de

degrés 1,2,3 ou 4 et d'Hermite de degré 3, cf. théoréme 6.1 de [5] , en

tenant compte des théorémes 5.4.71 et 5.4.2 et en remarquant gue dans tous
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les cas on &

(5.5.1) I v | s ¢ |yl
Hh Kk+1,p,K k+1,p,K

2) Pour les £léments finis rationnels sur un hexagone régulier de degrés

1,2 ou 3 , on procéde de maniére analogue.

Des relations (5.1.4), (5.2.4), (5.2.6) et (5.2.31) on dé&duit

que
Ve, € Voo alMu,w, )-ay (Tuw )| <
(5.5.2) L Ay 2 . ol aw
E ‘E_ ]EK[aij _h”JI + I 'E. IEK{aij }L
Ke r:h i,j=1 Exj Bxi Ke ﬁh i,j=1 Elxj Bxi
Kep-0" keQ®

Compte tenu de (5.2.33), des résultats du chapitre 4 concernant les
majorations des fonctions de base des &léments finis rationnels sur un hexa-

gone régulier, du théorZme 5.4.3 et des majorations classiques (cf. CIARLET

1 E'l'[hu H‘Hh “
[26]) de !EI".{aij Exj E: ) | lorsque K e @ , il vient & partir de
(5.5.2)
V\rh £ Foh,|a{Hhu,wh}—a.h(Hhu,wh]| <
(5.5.3)

Mlwll k+1,p,0 ["’h|1,ﬂ :
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De méme, & partir de (5.2.32), en utilisant le théoréme 5..4.k
et des majorations classiques (cf. CIARLET [26]) de |EE{i'wh}| lorsque

Ke ﬂ* « On montre que

' k
{5.5.4) ﬁhﬁ £ vdhf if(wh}—fh{whﬁl S Ch if‘|kjplﬂ lwh[l,ﬂ "
Enfin d'aprés (4.4.21) et (1.2.17)
k
(5.5.5) |“'Hh“|1,n <Ch |“|k+1,n ;

Mors des relations (5.5.3), (5.5.4) et (5.5.5) on déduit le
résultat par un raisonnement identigue & celui utilisé dans la démonstration

du théoréme 6.1 de [5] .
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5.6. REMARQUES SUR LES EXEMPLES NUMERIQUES

5.6.1 Considérations sur les formules de guadrature

Cas des &léments finis rationnels de Serendip de degrés 1,2.3.4

ou d'Hermite de degré 3 sur un quadrilatére

Les formules d'intégration numérique utilisfes sont indigufes

dans l'article d'APPRATO-ARCANGELI [5] et rappelfes ici dans le §.5.2.

Les caleculs effectifs du cas k = 1 sont donnfes dans [5] .

Il est clair que pour les €léments finis rationnels de degré flevi
le complexité des calculs des poids (qui dépendent de K) est un €1Zment

qui ne favorise pas leur utilisation.

Cas des €léments finis rationnels de Lagrange de degré 1, 2 ou 3,

ou de 1'élément fini rationnel d'Hermite de degré 3, sur un hexagone régu-

lier

Le thZoréme 5.2.1 montre 1l'existence de formules de guadrature
mumérique convenables. Mais le probléme de la construction effective de for-
mules de quadrature reste pos€ ; il reste en particulier A trouver les for-
mules de quadrature optimales i.e. faisant intervenir le nombre optimal L,
de noeuds d'intégration be 2 dim Pk+hiﬁl} dans le cas de 1'approximation
du ler membre de (5.2.2) si k est le degré des €léments finis rationnels

utilisé).

Dans 1'annexe ci-jointe on donne une méthode permettant d'obtenir
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des formules de guadrature optimales lorsqu'on utilise des Eléments finis

rationnels de degré 1 .

5.6.2 Essal de comparaison entre €léments finis polyncmiaux et &léments

finis rationnels

On se place dans la situation particuli&re suivante : on suppose
gque pour l'approximation d'un probléme elliptique mod&le d'ordre deux donné
sur un ouvert polygonal 0 de e (ef. §.5.1 et 5.2), on utilise suc-
cessivement une méthode par &léments finis triangulaires ou rectangulaires

de Lagrange (polynomiaux) et une méthode par &léments finis rationnels de

type hexagone régulier de degré 3 .

On considére alors une famille réguliére de triangulations (€, )

de § par des triangles &quilatéraux égaux de diamdtres by , une famille
régulidre de triangulations (%, ) de 0 par des hexagones réguliers

Py

Bgaux de diam3tres h, et une famille régulidre de triangulations {T:h )
c

H
de I par des carrés égaux de diamdtres h, , ces triangulations contenant
galement en gener our pouvolir tri er usgqu'su bord) des tri-
égal t énéral (pour p ir "trianguler"  jusqu' ) i
angles quelcongues, comme indiqué dans les relations (5.1.4) 3 on suppose

bien entendu que les espaces ?h correspondants aux triangulations ci-dessus

vérifient 1'hypothése ?h = ﬂ“{ﬁj (h = hT § hH ou hn suivant les cas).

D'autre part, on désigne par HhT (resp. Rh ou Hh ) 1'opfra-
H c
teur de VhT-interpulaticn (resp. de L -interpolation ou de V, —inter-
H <
polation). De plus, on définit les cuverts ﬂT g ﬂH et ﬂb de telle

maniére gue
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Q, = U K :
K etth
K triangle &quilatéral

(5.6.1) kKe®

On définit #galement sur H1(ﬂ} la norme [[.]]1 q par
]
2

2 2
Vver' () [Ivll = [v] + vl .
1,0 0,R 1,8

Position du probléme

Le probléme que 1'on se pose ici est d'essayer d'évaluer dans les

différents cas le cofit de la résolution numérique du probldme , & savoir ce-

lui correspondant au temps mis pour construire le systme lindaire corres-
pondant au probléme numérique approché, ainsi que celui nécessaire & la réso-
lution de ce syst®me (le temps de construction du syst®me &tant en général

sensiblement moindre que le temps de résclution).

Pour comparer ces cofits, on se fixe un point de départ identique

pour les différentes méthodes : on raisonne & majorations de 1'erreur d'ap-

proximation &gales (cf. théoréme 5.5.1). Cependant, &tant donné que dans
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ces majorations, les contributions des erreurs de consistance font inter-
venir des constantes inconnues, lifes d des Equivalences de normes (cf.
démonstrations des théorZmes 5.4.3 et 5.4.L4), on se limite ici & raisonner

uniquement, & partir de majorations Egales de l'erreur d'interpolation en

norme H‘jﬂ! :

Alors, si 1l'on utilise des méthodes d'Eéléments finis de degré k
(et de classe C°) , on cbtient, dans le cas des triangulations !%] par

s
exemple, pour tout u e Hkﬂ{ﬂ} 5

k
(5.6.2) CCu-tly ully o - ¢, (Wl Pr o

k

(5.6.3) [l W)y g 8 G 00, 1 :

Il est clair, compte tenu de (5.1.4), que pour hIII suffisamment
petit, [ujk""sﬂ‘ﬂ-r est négligeable devant [u]k""]-ﬂr y donc gue la ma-
joration (5.6.2) est une majoration significative de 1'erreur [[u—]‘!h 1 i -

T 1,0
et que 1l'on peut méme sans inconvénient dans (5.6.2) remplacer [ul . 2,
¥

par [u]kﬂ,ﬂ sl h'.l‘ est assez petit.

Hotons €galement que dans 1'Evaluation de majorations de 1'erreur

[[u—HhTu]]hn s 1le terme [u-llhTu]G’ﬂ est asymptotigquement négligeable
devant le terme [u-Il ‘Ll_'l.I q + On formule des remarques analogues dans le
¥

cas des triangulations % et ;n
hc H
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Construction du systéme linéaire

Cette construction dépend de la dimension du systdme linfaire

donc du nombre de degrés de liberté mais surtout, par le biais de 1'inté-

gration numérique, essentiellement du nombre d'éléments de la triangulation

et également du nombre de noeuds d'intégration utilisés dans les formules

de quadrature numérique.

Dans ce qui suit on limite 1'@tude & le construction de la matrice

de raideur.

A partir des résultats du chapitre U (parfois améliorés compte
tenu de la régularité géométrique des &léments &tudifs) on obtient suceces-

sivement, si 1'on utilise les €léments finis de degré 3 suivants :

- "triangle &quilatéral de type (3)"

[[ufﬂﬁTujjl g v [u-ﬂh'u]

3
< 0,66 [ul
p 1aSp L.o h'r

- "Hexagone régulier de degré 3"
et i 3
[[u “hHJJI,ﬂ v [u nhHu]1’ﬂH s 1,82 [u]h,ﬂ hy

- "Carré de Serendip de type (3)"

o o 3
[lu-Tl, u]]I,ﬂ % [u Hhauj1,ﬂ < 0,84 [u]h.ﬂ L G

e c

D'aprés ce qui a &t& dit ci-dessus, on suppose maintenant gque

l'on a
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(5.6.4) 0,66 by = 1,82 3 = 0,84 hg
Si 1l'on désigne alors par Ny 1le nombre de triangles correspon-
dant 4 la triangulation 'L'hT , puis par N, 1le ncmbre d'hexagones réguliers
correspondant & la triangulation Z:h , par N, le nombre de carrés cor-
H
respondant £ la triangulation ’f.h , on e asymptotiquement, compte tenu de
e

(5.6.4) et des mires des Eléments gEométriques concernés :

(5.6.5) Np v O, TT N, , N, ~0,73 N, .

Indiquons &galement que les formules de quadrature numérique (uti-
lisées dans les premiers membres des £quations du systéme (5.2.8)) sur cha-
gque €lément de la triangulation utilisent un ncmbre de noeuds d'intégration

qui suivant les cas est (au minimum)

T (points de Gauss) pour le triangle de type (3),
(5.6.6) 36 pour 1l'hexagone régulier de degré 3 ,

15 pour le carré de type (3).

Dans le cas des &léments finis triangulaires et rectangulaires

on renvoie & CIARLET [26], RAVIART [68], ZIENKIEWICZ [B9] .

Hotons enfin que pour le nombre N' de degrés de liberté dans

les différents cas, on obtient, asymptotigquement

FI"T v 45 RT dans le cas des triangles
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N',, %8 N, dans le cas des hexagones réguliers

(5.6.7) H "

H'c "5 Hn dans le cas des carrés.

De la méme fagon en utilisant des €léments finis de degré 2 on

cbtient successivement

- "Triangle Equilatéral de type (3')"

o

[u-nhTu]1!ﬂT £ 5 [u]3|n

- "Hexagone régulier de degré (3)"
2
[“'Hhaul1-ﬂﬂ s 3,18 [u]3'ﬂ hH

~"Carré de Serendip de degré 2"

2
[u-"r[hcu]?'nc -4 1 .BE [ﬂ]ajn hﬂ

Supposant alors que

(5.6.8) e,uﬁhg = 3,18 h§ = 1,86 hf ;

on obtient,

(5.6.9) ‘ By V09T By, WV O,TT By

Le nombre de noeuds d'intégration utilis&s &tant, suivant les cas

(au minimum)
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7 (sommets, milieux des cStés, centre de gravité) pour le
triangle de type (3') ,

(5.6.10) 28 pour 1'hexagone régulier de degré 2 ,

8 pour le carré de Serendip de degré 2 .

Le nombre des degrés de liberté, N' , dans les différents cas,

est asymptotiquement égal 3

By & 3,5 N

(5.6.11) H‘H w5 Ny

1
Hﬂ" v SHE

Résolution numérique du systéme linéaire (cf. PERRONNET [67])

On sait que le temps de résolution croit aveec la dimension du
systéme, soit le nombre N' des relations (5.6.7) et (5.6.11) et Egale-
ment avec la largeur de bande de la matrice qui dépend pour une large part

de 1'implémentation de la méthode,

Indiquons simplement, dans le cas des &lé&ments finis de degré 3
utilis€s ci-dessus, que le nombre d'éléments non nuls par ligne de la ma-

trice de raideur est successivement

3T pour le triangle Equilatéral de type (3),

(5.6.15}
43 pour l'hexagone régulier de degré 3 ,
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33 pour le carré de Serendip de degré 3 .

Si 1'on utilise des £l2ments finis de degré 2, le nombre de termes

non nuls par ligne de la matrice de raideur est

31 pour le triangle €quilatéral de type (3")

(5.6.16) 28 pour 1'hexagone régulier de degré 2

21 pour le carré de Serendip de degré 2

En définitive si les relations (5.6.5), (5.6.6), (5.6.7) et
(5.6.15) font apparaitre un colit plus grand dans la construction et la
résolution du systEme linfaire si 1'on utilise des hexagones réguliers de
degré 3 au lieu de triangles Equilatéraux de type (3} ou de carrés de
Serendip de degré 3 , par contre les relations (5.6.9), (5.6.10), (5.6.11)

et (5.6.16) suggérent un jugement plus nuancé.

Comme de plus tous ces résultats sont obtenus & partir de majora-

tions (rappelons aussi que la méthode de comparaison utilisée néglige les
erreurs de consistance), les conclusions que 1'on peut en déduire ne peuvent

présenter qu'un caractére indicatif.

Remarque 5.6.1 FRésultats en norme LE(HI

Indiquons pour mémoire guelgues résultats concernant 1'erreur d'in-

terpolation en norme LEEH}.

- Triangle €quilatéral de type (3)



I

Hexagone

Carré de

Triangle

Hexagone

Carré de
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[u—Hu]G’nT < 0,09 [u]h,ﬂ B .

régulier de degré 3
Ca-Thil s 0,23 [ul, o b
e 0,2, e Mg 8 ’
Serendip de degré 3
[u-Tha] < 0,12 [ul hh
0,0 ’ L,q ’

e
équilatéral de type (3')

5 i
Cu-T], < 0,41 L “Ja,n h "

sy
régulier de degré 2

3

[u—lI:Lﬂ.:}_ﬂ_\H < 0,58 [-.:LJ:Ln h 4

Serendip de degré 2

= 3
[u Hujﬂ,ﬁ < 0,35 [u]3,ﬂ h

c









ANNEXE

Au paragraphe 5.2.2 on montre, en particulier par le théoréme
5.2.3 l'existence de formules de quadratures de la forme (5.2.13) et véri-
fiant les hypothéses (5.2.15) mais & priori non optimeles guant au nombre
de noeuds d'intégration. Ainsi pour une formule de la forme (5.2.13) exacte
sur PELK} oi K est un hexagone régulier, le nombre optimal de points

est 21.

La recherche d'une telle formule & 21 points peut s'effectuer par

voie numérigue.

Remarquons d'abord que K #&tant 1'hexagone régulier introduit au

§.5.2.2, si ¢ P5(Kl est de la forme

e 2.) = %, 0%
12 oci+jes 1 1782
on a
u2) o _ b Log 2
- J— {% _ :TcE . EE]E Yoo I * h?aﬂuanf{uhaﬂnh"IEm2213
K 1 2
aver %
S0 - 5 KR [ Log(3-tg20)ae |,
o]
g
= 93 ., 93 log2 oI 27 2
=3 =g+ - log2+3 Log(3-tg™8) 4 8
8]
Par convention on notera In = —EEEEE— Z

V3
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D'autre part on obtient la valeur approchée

il
[ 2

I Log(3-tg“0)a® ~ 0,556705
0

Les intégrales I,» I;» I et I, sont strictement positives.

-

S8oit alors l'ensemble E de 21 points appartenant 4 K défini

par
B = 100,00, (xgavyds () (xgamyy )y vy o 903D (o)
(r30%;)s (=rp0x, ) ij.rjl, (=x:4¥5)s ij,-rj?,t-xj.-yji
(a.2) {arj.xj}, (xs5ax:), {:rj.-xji, {—:-'j.-xj}. (xpox)s (x 0= )

{'Jlmixln?: ':':ﬁn.‘xm] H Ii’:'ri’xj ,;l,rj X > 0 et distinets 2 & 2

avec EcK .
Remarquant alors gque

Vnell , Vndli , m+n impair, (279" + (-2)"%" + &(-9)" + (-2)™(~9)"1=0

on cbtient pour tout ¥ e P5{K}

_E Bill-l{il = [Bﬂ+EBi+BBj+J+Bm] e,
XelE
2 2 2 2 2
+ il[xiﬂ'ilﬂi + Exj-f:,rjlﬂj +x Em](azu . '1.::2}
(A.3)
L 4 ok b
E h[txiwi}ni * :xjﬂ.imj X B {ahn T %y )

2 2 2 I
+ htzxiyfﬁi $ 2 ye B v Blay




A.3

en ayant choisi des poids Bﬁ €gaux pour les points analogues fBﬂ pour
{0,0), B, pour les 8 points liés i {xi,yi}, Bj pour les 8 points 1idés

a {xj,;l,rj] et B pour les ! points liés & l:xm,xm}] ‘

Pour construire alors une formule de quadrature du type (5.2.13)
d 21 points, il suffit, compte tenu de (A.1), (A.2) et (A.3), de réscudre

le systéme

3, . 8 3, ” A Bj + L Bm =
{x§+?§}3i + {x§+y§13j + xi B = '% 1,
(A.L) xgwt;mi ¥ (xg‘ﬂrgmj + x: . = 11‘ 1,

Utilisant les coordonnfes polaires et posant

x, =r, cos 0. X, =r. cos B, X =r
1 i 1 J d J

(4.5)
¥; = r; sin ﬁi T rj sin Bj "

on obtient le systéme, Squivalent & (A.hL) .

BD + Bﬂi + BB& + th = Iu

= N
5]

2 1
(A.6) 1"251”' g Y PR T




AL
4 " b1 L Smtiy
b r,ij T2 By b

Ia=.TI

L2 b 2 _ I
r cos I:EEi}Bi + r ;cos I:Eﬂj]BJ.- —ri

Rappelons que les solutions de ce systéme doivent &tre strictement

positives. Le déterminant du systéme (A.6), soit A , vaut

222
rITLY

(A.T) A=—didD [r? cos {25 }I[r.-r ) + rzcos I:EE ) I:rE E'
2

par suite

A>0 si {r;i <r, <r; et ccBEEBj} $£0 , cosEEEi] £0) .

Pogsant 8. = -]:‘I-E et Bi =% s 0On obtient
2 ErE rE
(a8 | a=tiB [3:20202 4 Ay 2 .
o J° x 2

& & B. g i s i
Ayant caleculé B1 . BJ et Bm en fonetion de rJ » T et r. o,

puis fait varier les quantités B3 o2 Ty et r; pour obtenir des solutions

Bys Bi 3 Bj et Bu: positives et des points intérieurs & K , on peut choisir

J 24- 3 i Ig;l-I3 1 I
m 3, % I, s A I

et on trouve, comme condition sur A

(4.9)




A.5

les solutions &tant alors

\ I$ 1 o o
B e g By D s By S
Posm 1, T afa e B, (3\%42)

(A.10)

D= L= BBi - Baj - hnm

Numériguement on obtient

L= 1,6006 I,= 0,0029 , I, = 0,0105 , I3 = 0,0035

rmmﬂ.3552 1 <A < 1,11 psr exemple 1=§—:}
(A7)

T = o,ko76 r = 0,3697

| B, =0,0705 , Bs = 0,0526 , B. = 0,0639 , B, ® 0,3h05
Finalement on obtient la formule
x o L
I‘ Sw{iizdfzje = L By wlby)
K {F - X% =1
avec
b, = (0,0) B, = 0,3h02
E n(rcuﬂ-ll r sinﬂ} B. = 0,0705 r. = 0,4076
2 i 8 * "1 B 2 3 i ’

33 = [rims% T sin -IE[-} 33 a B "



by = (- r; cos % s r; sin %}

b5 = (- r; cos % »=T; ﬂin'%]

-

be = (r; sin% s T; cos %)

-;T = (r; ain—g » = T; cos %}
*;3={~ r sin%—, +T, ccngl
ag = |- T sin*% s = T; cos %}
Ew= {:r*i cos -]%-2, 7S sin *IiI-E]
;11 = {rj cos %E"rj sin %b
;12 = (-rj cos %ﬁ* rs sin %ﬁ

b,. = (-r. cos n

& H
13 3 72+7F; 8in hé}

. | I
hlh = {rj sin T, rIi cos Tfj

=

- - |
b= 4 =
15 {rJ sin 3o, rJ cos T,

=~ : plr - E H
LI ( ry sin 3,, r; cos Té}

cos ﬂ

- = S . "n_
h1T ( rj sin 19

122773

2 V2 Ve

b.ta = {.E_ Tm 3 ?rm]

A.6

B, = 0,0705

= 0,0526

(1]

"

L]

"

0,0639

L]

"

"

P 0,L4076

L

n

£ = 0,3697

ir

1% 0,3882



i

9

ﬂ.-T

= 00,0639

e - 0,3882
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