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Ob jectif :
Dékerminer des conditions d’existence etk d'uniciké de
solubion 4’ équ&&iow

Plawn :
1. Théoréme de point fixe
11. Théoréme de Cauchy-Lipschtiz

I11. Série dans un Banach
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1. a) Enonce et p

1.1 Définition (contrackion)
Une fonction §£:E > F est dite conbractanbe ssi elle est
Lip. de constante k < 1, L.e.



I. a) Enonce et p

1.1 Définition (contraction)
Une fonction §:E > F est dite conbractante ssi elle est
Lip. de constante k < 1, L.e.

| 1.2 Théoréme (point fixe)

ﬁ".: St £: £ > E est conbractante et £ un espace de Banach, \ 
- alors :

it @ équ&&iah £{(x) = x admet une unique solution x*

! @ et la suite x, 1 = §(x,) converge vers x

' st b L e L A (E G el A il A Ace Bd. Lis £ g mtan Je Gl o B S S PRI P g 2 B DM S S e e
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Preuve : au {(vrai) tableau !




I b) Ap ;t LonS

Approximation de zéros d'une fonction :

Suppcsoms qu,’c;}m cherche & résoudre une équa&om de la
forme £(x) =0 o § € C*(R).

Vidée de la mékthode de Newkon esk de gémérer la suike
(X
£(x,)

Xn+1 = xn

Alors st
f(x*) #0 eb st xy est proche
de x*, x, tend vers x*,

(dékails en TD)
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I b) Ap ;t LonS

Résolubtion & équ&%ioms Emptiai&es



I.b) A pplications

Résolubion d’equa&noms LMPL&&L&QS

{ 1 3 Theoreme ({oma&mms umplgm%és)

j: ‘Sc:n.,& ¥ EXE— R duffferemhabie, t.g. f(xo, 30) = O e&
\ jﬁxo, 30) # 0. Alors, il existe un voisinage U de xg a&
f une {0&\&@0&»\ p:U—->VCE &q

’ Vx EV,p(x) =y & £(x, y) =
‘ ‘be. plus, si § est de classe C7 alors ¢ est ci@. classe C7 e&

x“F(Xoa 30

@' (xp) =

j‘f(xoa :'j 0

e _ooaBa ST e el A o ST BTSN 43 0 s A s N Beo Tog bt e gem s S N S TE T ©7 WL WECes T VR B

preuve : au (vrai) tableauw !




I b) Ap ;t LonS

Résolubtion & équ&&ov\s EMPLECE,EQS
Considérons par exemple L’appi&ca&écm :
fx,y) = %2 -y + cos(xy)

Etudions la ligne de niveau £(A) associée au point
A = (0,1).

(dékails au (vrai) ktableaw)



I b) Ap ;t LonS

Tasse de café et tourbillon



1.b) A pplications

‘T‘asse de «::oufe et Eourbdwm

\ — S oo — o = 2 AR -,, e e a - h e oo 2 aTweie Lo o —a e a P N = e e e =

1 4 Lemme

S - g - - \ See - . aNE S - g < . \ G2 - g < . IOE =
- - L= - - -

9 - 9 - - g
= B3 g PR DR — o e = - PTN o /or 0 o oo o

¢ ‘S:., «f [O 1] [O 1] esE continue, alors elle admet au ~
.\' MOoLUAS un FOLV\E ‘FLXQ« |

o e T ooraa o 2 I B O, LA A D 1 iy S B Lo fosda g —o o D ai e ) g STl e e A ey Vg VIR BTN TS B VT P eae TR VI KT IS T © STy e T VR SN
B s - SV i = - (= ant; A~ - - = e S ER-Rt =% s DAk
L~ . . S N =~ ; . ——=E ~ ey

Preuve @ Par le Fhéoréme des valeurs inkermédiaires.




I b) Ap ;t LonS

Tasse de café et tourbillon

Ce Ehéoréme wnous apprev\d qu'en

mélangeant son café, au moins un

point sur la surface he bouqge pas ;

10



1.b) A pplications

‘T‘asse de c&{e el Eourbdtom

— RS ARSI O Te Y I N - PR S SR S = S - R S P S

1 4 Lemme

e S B S TR DR e O S PR R o e s g

% [O 1] [O 1] esE continue, alors elle admet au |

| moins un FOLM& fixe.

Y er 2o Do BT DD AR A e s iy o R Lo fosda g o jegp s e ) g A4S e s At g B Loa _posaa PG T B S g aes L VI YT ST B rT e TR VR SRR
B i - B i dben i = - =4 pfae it e S Rt =k T I
_~ - . . = N g ) . oe= S ==

1 ﬁ' Theor@.me (Pom% nfc,xe Brouwer, admcs)

R . e e ;_ . \— o

' mMots u FO:ME fuxe_‘

v - ESimtl e - = e SRR S = =
- . a P - . = Y - B . - - N —

Ce Ehéoréme wnous apprev\d qu'en

mélangeant son café, au moins un

point sur la surface he bouqge pas

|4

St { B(o,1) > B(o,1) est comtinue, alors elle admet au |

10



Au programme (chapitre 4) :

Ob jectif :
Dékerminer des conditions d’existence etk d'uniciké de
solubion 4’ équ&&ion.

Plawn :

11. Théoréme de Cau&hku,ps&h&&z.

111, Série dans un Banach

11



11, Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Cownsidérons le yrabié’*_me dib de Cauchy : Trouver
y: b= R" vérifiant :

Yy (®)
:j(&o)

f(t.y®), telab
%o

ot by € [a,b] ek 9 sont données.

12


https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8me_de_Cauchy

11 Théoreéme de Cauchy-Lipschitz

Considérons le probléme dit de Cauchy : Trouver
y: b= R" vérifiant :
y®) = fEyt), telab

ot by € [a,b] ek Y sont données.
:j(&o) = Y, £

1 Thaor@;ma (cl@. L&uchj“ansakn&a)
Sb ¥ es& Cm&mue et est Lip. par rappor& a sa deumeme 1
' variable, alors il exiske une unique solution au
.'} Probté‘:me de Cauchy, '

i G Lo sa PO ST I 2 S R W0, ST S el o i) A B Lo b g S i A TS e D A Ags Béo Lo b= 33 IRt O e gn B4 S PSS B TS P etes TTE TR SETC
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11 Théoreéme de Cauchy-Lipschitz

Considérons le probléme dit de Cauchy : Trouver
y: b= R" vérifiant :
y®) = fEyt), telab

ot by € [a,b] ek Y sont données.
:j(&o) = Y, £

1 “T‘ haor@,me; (ci@. (..auchv-*upsck&z,)
SL { es& cc:»m&mue et est Lip. par rappor& a sa deumeme ‘_:
' variable, alors il exiske une unique solution au
_’g Prabt@.me de C..am::kv |

Ideé cie La preuve : au (vrai) tableau !
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11, Théoréme de Cauchy-Lipschitz

U exem[pi.@. d’agptwaﬁam s le pev\c&utﬁ

EN apptiquw\& le PFD, on peu.& montrer que le Fev\du,i.e suik
L'EDO suivante :

0"(k) = sin(d(k))

%

A laide du Thm, de C.L,,
On peu,& monkrer qu,’ il existe
une unique solukion !

(détails au (vrail) tableaw)

Remarqgue :
Sans L'approximation des petits angles, il est difficile de

résoudre ceblte EDO. o


https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_fondamental_de_la_dynamique

Au programme (chapitre 4) :

Ob jectif :
Dékerminer des conditions d’existence etk d'uniciké de
solubion 4’ équ&&iow

Plawn :

111, Série dans un Banach
a) Définition et propriétés

b) Exponentielle de mabrice
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111, o) Définition et propriétés

3.1 péfinition
Soik (x,), une suite d’éléments de E.
On dit que la série an est convergente ssi la suite des

n
n

sOMMmeESs par%iettﬁs S, = in converge vers S. On aura
i=0

o0

alors § = 2 X
n=0
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111, o) Définition et propriétés

3.1 péfinition
Soik (x,), une suite d’éléments de E.

On dit que la série an est converqgente ssi la suite des

n
n

sOMMmeESs par%iettﬁs S, = in converge vers S. On aura
i=0

o0

alors § = 2 X
n=0

3.2 ‘Dé&m&&mm (@o%vargam‘:@. normale)

On dira que la série est normalement convergente ssi la
série z Ix,|lg est converqgente.,

n

16



111, o) Définition et propriétés

| 3.3 ?roposnﬂom

| Dans un espace de Banach, toute série normalement |
cohvergente et converqgente, |

(R smZ»c oe e I D o 2 a2 2 n P I B P, PR B S Py P VIO IR s e WO ST e A e IR VIR DS SIS B T pee O VL DTN EOEE T © ST paees TEL VS
> = =5 e S 7 - i i = v - e -z ARG =5 -ha DR =D, e DRk
» | o - P _ . _ . = N - " . _ .~ . - 0 L. _ == ~ - N . N

Preuve : au {(vrai) tableauw !

Qemarqu& 5

Uexemple de la fonction exponentielle vue au chapitre

Préaéciem& est un cas pm&iaut&m de série.
1&



111, b) Exponentielle de matrice

3.4 Déefimition
On définik L exponentielle d'une makbrice : &A= Z_

Qamarqu&s -

D Uensemble des makbrices est evihn de dimension finie,
donc est un espace de Banach.

17



111, b) Exponentielle de matrice

3.4 Définition
On définik L exponentielle d'une makbrice : &A= 2_'
£ n.

Qemarqu&s -

D Uensemble des makbrices est evihn de dimension finie,
done est un espace de Banach.,

@ Lo série ci-dessus est bien définie car elle est
normalement converqgente.

(dékails au (vrai) tableaw)
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111, b) Exponentielle de matrice

3.4 Définition
On définik L exponentielle d'une makbrice : &A= Z_'

. 3 5 ‘Prc»pc:«sc,&om

?,: St A est duagohatcsabte, e A=PDP ! avec D cimgovmi.e, ;‘

.o R D PO . 2 uL P O o e o pomag e o 3 ez cns Agn B o bosns HET B v e PRV D ST peTer o 2 o o

Preuve : au (vrail) tableau !

1%



111, b) Exponentielle de matrice

e Thiomme Gt 1

o R g Y SreoRs g

, Lapplication ¢ : t € [a, bl - etA est C! et on a :

| @'(t) = AetA = ctAA

B G S NP P, . £ _aama L i A oo 2 o s o — = iy ae o g i o L pama o o - o IO BT 2 P g VIR PO
— 7 - = - = e 7 - et e = o / - or . it
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111, b) Ex| omemﬁetm de matrice

3 @ Th&orame (acimns)

appinta&mh @ .t Ela, b] — Q&A est (..1 ek on a :
0'(b) = AetA = otAA

D PR, S PP Oy, . L grama L A e e a e P, Eu L PO = e o oai - ORI RO I T By T P s L g pysRa P S T 7 U P ey o o Yaa Yoshas == S3a e e o oo s e LEER ™
&= > . s = T & = 7 - SV E S — 4 - e N ARRd: — L 4L g 2. = = "3 TS e 2

— e - - S s g e = ¥ DNy AN S Sy d

Les sotu&mms clu, svs&eme d’s:w j Ay scm& domne@.s
F‘m’ j(&) = etA 30 o 30 =

'f

— e Eer EA & A Ak S Lo by I ST s PO DT BRI PG P VIR S N O O PG Py O S AT G A Sara &

Ide@. “ Lq

preuve : au (vrm) Eabteau :
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111, b) Exponentielle de matrice

APPLECQ&OM :

Considérons le sstéme masse ressork :

) / “v ) [ h‘v

Le PED nous appreuc'u que le mouvement Libre des masse
esk donnée par le sysEéme AEDO

Yy S )
™7, R E T

(dékails au (vrai) kableaw)
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Plan détaille chay

I Théoréme de point fixe
a) Enonceé ek preuve

b) Applications

11. Théoréme de Cauchy-Lipschtiz

111, Série dans un Banach

a) Definition et proprickés

b) Exponentielle de mabrice

ikre 4
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