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Au programme (chapitre 2) :

Ob jectif :
Inkroduire les wnoltions de df espaces tompaa&s ek
tompte&s el voir les Liens avec les notkions du «t:ha\y.. 1.

Plawn
1. Les espaces compac&s

11, Les espaces &ompi.e&s



Au programme (chapitre 2) :

Ob jectif :
Inkroduire les wnokions de A espaces tompaa&s ek
tompta&s ek voir les Liens avec les nobtions du tho\yq 1.

Plawn :

1. Les espaces Compacﬁs
a) Suites extraites

by ‘PropriéEés d’uwn compacts

11, Les espaces aamgi&.&s



I. a) Suites extraites

On se placera, comme au chap. 1, dans le cas d'un evi E.
1.1 Définition (suite extraibte)
Soit une suite (u,),. On appelle suite extraite (ou sous

suite) toubke suite (Wpm), o @ :N—->N est strictement
croissante,



I. a) Suites extraites

On se placera, comme au chap. 1, dans le cas d'un evn E.
1.1 Definition (suite exbraibe)

Soit une suite (u,),. On appelle suite extraite (ocu sous
suite) toubke suite (Wpm), o @ :N—->N est strictement
croissante,

Qemmqu&. :
La fonction ¢ vérifie gp(n) >n pour tout n. En effel,
ékant strictement croissante, on a p(n) > pn —1) + 1. 4



I. a) Suites extraites

On se placera, comme au chap. 1, dans le cas d'un evi E.

1.1 Definition (suite exbraibe)

Soit une suite (u,),. On appelle suite extraibte (ou sous
suite) toute suite (u,;)), o0 @ N >N est skrictement
ﬁraissan&@_
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SL (u,n) a pour LLMLE@. i. odc;)'rs &Ouie sm&e exErm&e es&
' convergente et a pour limite L, |

Preuve : au (vrai) tableau '

f?;emarque :
La fonction ¢ vérifie p(n) 2n pour tout n. En effet,
ékant strictement croissante, on a p(n) > pn —1) + 1. 4



I. a) Suites extraites

1.3 Définition

Ui Po&m& wE ke est &F:'peié valeur d'adhérence de la suite
sst il existe une suite extraite (u ) ajaa«& pour Limike u.
Exempiﬁ :

La suite u,=(-1)" dans E=R a pour valeurs
d’adhérence 1 et -1,



I. a) Suites extraites

1.3 Définition

Ui Po&m& wE ke est &F:'peié valeur d'adhérence de la suite
sst il existe une suite extraite (u ) ajaa«& pour Limike u.
féam&rqu&s :

@ St la suite est convergente, alors elle admet une unique
valeur d’adhérence (Corollaire direct de La Prop. 1.2).



I. a) Suites extraites

1.3 Définition

Ui Po&m& wE ke est &Ppeié valeur d'adhérence de la suite
sst il existe uhe suite extraite (u,(,) avamE pour Limike u.
féam&rqu&s :

@ St la suite est convergente, alors elle admet une unique
valeur d’adhérence (Corollaire direct de La Prop. 1.2).

@ Si la suite admet une unigue valeur d'adhérence, elle
west pas nécessairement convergente : u, =n((—1)"+ 1)



I. a) Suites extraites

1.3 Definikion

Un point u EE est appeté valeur d'adhérence de Lla suike
sst il existe une suite extraite (u ) avamE pour Limite wu.

féam&rqu&s :

@ St la suite est convergente, alors elle admet une unique
valeur d’adhérence (Corollaire direct de La Prop. 1.2).

@ Si la suite admet une unigue valeur d'adhérence, elle
west pas nécessairement convergente : u, =n((—1)"+ 1)

A Si u est une wvaleur d'adhérence, alors on a la
caractérisation suivante :

Ve>0,VYNeN, IJn >N E‘q‘. lw, —ul| <e
(dékails au (vrai) tableauw)



1. b) Propriétés des compacts

1.4 Définition (compack)

Un ensemble ACE est dit compact ssi A= ou si de
toubte suite de A, on peut extraire une sous suite
convergente dans A,



1. b) Propriétés des compacts

1.4 Définition (compact)
Ui ensemble A CE est dib compact sst A= ou si de

toube suite de A, on peut extraire une sous suite
t‘OMVQT‘SEM%Q dawns A,

1 ‘5 ?rotpos&wm

e 7 N o P

‘ Tc»u& ﬂOMF’&&E A est fermé et borne.

‘Preu,ve . aw (vrm) Eabi@.&u ;




1. b) Propriétés des compacts

1.4 Définition (compack)

Un ensemble ACE est dit compact ssi A= ou si de
toubte suite de A, on peut extraire une sous suite
convergente dans A,



1. b) Propriétés des compacts

1.4 Définition (compact)
Ui ensemble A CE est dib compact sst A= ou si de

toube suite de A, on peut extraire une sous suite
convergente dans A,

0 Proposition

o N o L o= e - NP g S e S e N e

| Tout compact A est fermé et borné.

LBag oo sl LaE S \E BB As A s Agn B La b2



1. b) Propriétés des compacts

1.4 Définition (compack)
Ui ensemble A CE est dib compact sst A= ou si de

toube suite de A, on Fo@.u,& exbraire ume sous suibe
&om\/érgamm dans A, |

1 ‘5 ?ro[poschc}m

) TR - & - v o - \@ B - = £ Ty T - a - \@ SR
— o e ] e A i (o v S > o e & e o e e ey Ly B s - o o N M T A i e - -

‘ Tc::»u& tampm:& A esk {Qrme et borneé.

> g ST B D 2 ki) o &< _poama g —o0 e gD = g ESATd 2O a8 A i on B Lo _posma
clyE - el b = v - e = = Lo g

1 & ‘Prc)posn&c;m T
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Sc, A C® CE avec B tmmpaa& atcwrs A es& tompaa& ssi :.,L
' esE aferme (ciams EZ)

0 = o > ) o D S SRy P » —o= ~3g e - S ¢ oA IS TR T 7 Uy e X ROEN
— i - FEr TS E Al B a2 i@t ag Dt mES Sl O DEn-Rb =

‘P‘reu,ve : aw (vrm) Eabte&u :




I b) Propriétés des compacts

— sz N e PR LA T e e — R =

1 ‘7 ?raposuhov\

B T R S e el e e P R e b e T et e I et e e T e N A — o o

i S:, A e& B scm& «aompaa&s, ators AxB es& ausst tompacﬁ

_ g amy ir oo ai E g 2 — 53 > et A 6 5 A & = N - A . =

Preuve : au (vrm) tableaw !




I b) Proy rié&és des compacts

N P P TN P D AP SRy P e o aTie oo e e e o e v e o oo e

1 ? ?ratﬂmsahon

, th&ervaite [a b] es& WA tompa«c& cie IR

= il - Ash Bl Lo b=

_preuve : au (vrau,) tableaw !




I b) Proy rié&és des compacts

Preuve : au (vrai) tableaw




I b) Propriétés des compacts

j 1 7 ‘Prcwposuhon

S:., A e& B scm& a:ompm:&s, oiors AxB es& auwsst a:ompac&

1 ? ?rOPOSLhOM

S0 AR ey g - ges o A - s iR s < e
N B o TS T SR B = A NN J- S o e o

, Lch&ervaite [a b] es& WA tompa«c& cie IR

s = == = L0 0 foaBa SR - R e s

Qem&rqué :

En fail, ce résulkat se qgéméralise A& tous les evn de
dimension finie.



I b) Propriétés des compacts

1 10 ?ro—pos;&m«

, ‘Sm& (w,) uhe sm&e de. A tOMF)QCE ators i.a sm&e esE
f converqgente ssi elle admel une u,vxs,qu,e. valeur ,'i
¢ d’adhérence. ;

s _puARa g~ e T ) g SES S M s At & S Y 2k e O e i 4o - = 2
= e s e By, =l i ) Do =% =
o > = o N -l a . . N | =~ N . IR - =

Preuve : au {(vrai) tableau '

10



I b) Propriétes des compacts

W2 R TN P P S S G 2 —  m - a e oo aToic Lo e e B e VPt P e e ) AP

10 ?ropasgham

A e . & - g (i g @ 5 - 2 - g 52 - 2 < Sa T S
L =7 N BT o e a2 — o a3 B oo NP DR R R By g - ~ O ey o

‘Sm& (w,) uhe smEe de. A 60MPQCE ators i.a sm&e esE

. convergente ssi elle admet une unigque valeur f':
diﬁdhérehtﬁ. h

Qemarqu@t 4

La suite u,=n((-1)"+1) wn'adwmet qu,’uv\@. valeur
d’adhérence mais wesk pas borné.

10



Au programme (chapitre 2) :

Ob jectif :
Inkroduire les wnokions de A espaces tompaa&s ek
tompta&s ek voir les Liens avec les nobtions du tho\yq 1.

Plawn :

11 Les espaces de Ranach
a) Définition et propriékés

b) Espace de Banach

11



11, o) Définition ek propriétés

2.1 Definition (suite de Cau@kv)

Soit une suite (u,),. On Ait qu,’ elle est de Cauchy ssi

lim |u,—u, =0 < Ve>0, IngeN,Va,m >, |lu,—u, | <e

(n,m)—~+o0

Qamarqu@.s ¢

@ La définition dépend du choix de la norme.

@ LUordre des gquantificateurs est tres important !

12


https://fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy

11, o) Définition ek propriétés

2.1 Définition (suite de Cauchy)

Soit une suite (u,),. On Ait qu.’ elle est de Cauchy ssi

lim |u,—u, =0 < Ve>0, IngeN,Va,m >, |lu,—u, | <e

(n,m)—~+o0

2 2 ‘Propos&mm

\(@ =5 - & . \
e~ 7 TN Sy I Sy Ny~ PP - oo N . o

Tou&e su,&e Comvergevx&e es& ci@. Lauahj

re.u,ve. ,’ au (vrm) &abieau. e B ‘ -

162


https://fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy

11, o) Définition ek propriétés

2.1 Définition (suite de Cauchy)

Soit une suite (u,),. On Ait qu.’ elle est de Cauchy ssi

lim  |u,—u,l|=0 < Ve>0, IngeN,Vin,m) >wn, |lu,—w,l <e

(n,m)—+o0

2 2 ‘Pragasa&om

J 5 - s Y \ i . \§ S - s Y - MG o - 3 Y ; a8 i
o T P N P S P RO 2P = N o Ao (o e Sl o 7 P R S e S

Tou&e sm&e Comverg@y\&e es& d.@. L.au&hj
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2 3 ’Propos&;am

‘ Tou&a sm&e de Lau&hv asE barmae.

‘Preu,ve . aw (vrm) &&bt&&u :



https://fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy

11, o) Définition ek propriétés

Exem[pt@. :
Considérons Uespace : £ = {£:[0,1] — R continue]}

muni de Lla norme | - ||;.

Dans cet espace, considérons la suite :

1 st x € [0,1/2]

£,00=| Ll S 10 bt ot x ol 1l 1o définie pour n > 2.
0 st xe[l/2+1/n,1]

Cette
i

(dékails au (vrai) kableaw).

14



11, o) Définition ek propriétés

2.4 Définition (espace de complet)
Un ensemble ACE est dit complet ssi toute suite de
Cauchy de A converge dans A,

Qam&rqu@, s
L'exemyte Préaéden& monkre que l'ensemble
£=1{f:[0,1]1 — R continue} wmuni de la wnorme | -],

nWesk pas complek.
est pas comple L



11, o) Définition ek propriétés

2.4 Définition (espace de complet)
Un ensemble A CE est Ait complet ssi toute suite de
Lau«chv de. A comverge dams A

A = P - 7 PR - _
A T AR _ Yo o /,_, - o mts o A —Tam. g gl el W AT RN g e 0 ¥ W PTIARPV N W - e =

2 a Fms:,&c}m

e e T T T - e e P et o e N A it 2 iy~ i e e s e o e N i A o2 ey —~d S T

Sn . es& tompac& alors il es& comp&e&

‘Preu,ve : au (vrai) &abteau

16



11, o) Définition ek propriétés

2.4 Définition (espace de complet)
Un ensemble A CE est dit complet ssi Eou&e sutkle de
Lauchj de. A aomverge d&ms A

= Py 25 - - . PR P
E g PN o . /c. - 4 e D mes L — o o a e o g e oo e~ —— o S a o o e o e e —

2 a F?OSL&OM

T S PP S T SO R =3 Ve

Sc . es& tampac& ators :.J. es& aompi&&

2 & ‘Propos&mm
\ Scn& ACE &omgiﬁ.& A es& acwmpi.eﬁ sst A es& «ferme‘

= e i =7 - = BLOmN

‘Pr@.u,ve . au (vrai) Eabtﬁau, !
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11, o) Définition ek propriétés

Le cas des réels :

o Lo s P R D P - 52 ot ol O N X PO i e

, Linkervalle [—1,1] est aompi&&.

Preuve : Clesk un ensemble aampaa&

{ 2.7 Lemme

17



11, o) Définition ek propriétés

Le cas des réels :

2 7 Lemme

RS O3 7 TR L e e O3 Y

’Preuve :au (vrm) Eabi.eau

17



11. b) Espace de Banach

2.9 Définition (espace de Banach)

Un espace de Banach esk un evin (E,| - ||) complet.

Qam&rqu& .
Les espaces de RBawnach sonk Far&tutiéremev\& meor&o\m&

car ol aura un critere sampia pour assurer La

convergence d'une suite, le critere de Cauchy, il


https://fr.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach

11. b) Espace de Banach

29 Définition (espace de Banach)

Un espace de RBanach esk un evia (£,| - ||) compte&.

'é 2 10 Thear@.ma "

o o e — g

Preuve : au (vrm) &abieau !

Qam&rqu@; ;

Pour démonktrer ce résultalk, on admettra
(temporairement) que dans un evih de dimension finie,

les compacts sont Les fermés bornés. o


https://fr.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach

11. b) Espace de Banach

Un exemple (ngor%an&) en dimension infinie

20



Un exem[ote (umgor&am&) e dumemsmn m{mze

— .= - a g - s . / .o 4 e - D _ — > - o 3 P o L. ® = — o - = o -, o = > —

2 11 “1“ kaorema

3

o e v . o ;, B — . — o o eoi oo o o 2 SO B =2 R N By TP D R e Ry fo A e o o v e

La norme || || est tc;}mpi.e&

i o= Ll S * il Al S0 Lia o2 S A GO i3 e s A = 2 Asn Bé. Lo b= T 2 o ¥ T TR = e O e 3 T VAR

Preuve : au {vrai) tableau !

espaae = {nf X IRd continue et borné} muni de ,;.

11 b) Espace de Banach
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Plan détaille chap

1. Les espaces tampa&&s

a) Suites extraites

b) ‘Proprié&és A'un tompat&s

11, Les espaces compiﬁ&s
a) Définition et propriétés

b) Espace de Banach

tkre 2
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