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Inkroducktion

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les fonctions de
F.»i.usi,eurs variables scalaire :

“f . (7‘«1; YR ;xM} cQCcR”

Pour ces fonctions, nous avons généralisé les notions de :
D conbtinuilke
@ dérivabilite (via Lla notion de différentielle)
vh e R, Ha+h) = o)+ )+ || h | ealln)
od . fh) = ) Wi fla)

=1



Inkroducktion

Dans le chapitre 3, nous avons etudié les fonctions de
F.»i.usi,aurs variables scalaire :

£:(xq, %2, ,XM)EQCR* — R

Pour ces fonctions, nous avons généralisé les notions de :
D conkinuike
@ dérivabilite (via Lla notion de différentielle)

vh e R, fla+h) = fla)+ A )+ | h | calh)

Objectif 1 : Généraliser la notion de différentielle aux
fonctions vectorielles :

“F . (_Xl, ) CYRRE ,XVJ cQCR”®



Inkroducktion

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les fonctions de
F.»i.usi,eurs variables scalaire :

£:(xq, %2, ,XM)EQCR* — R

Pour ces fonctions, nous avons généralisé les notions de :

D conktinuike

@ dérivabilite (via Lla notion de différentielle)
vh e R", fla+h) =f(a)+ A k) [ h || calh)

Objectif 2 : Définir la notion de dérivée & un ordre plus
grand que 1 (2...).



Inkroducktion

Dans le chapitre 3, nous avons etudié les fonctions de
F.»i.usi,aurs variables scalaire :

£ X %o, uie ) 0 ¢ RN L i

Pour ces fonctions, nous avons généralisé les notions de :
D conkinuike
@ dérivabilite (via Lla notion de différentielle)

vh e R, fla+h) = fla)+ A )+ | h | calh)

Objectif 3 : Se servir de la notion de différentielle pour
ctudier les extrema de ¢



Au programme (chapitre 4) :

Ob jectif :

Etudier les fonctions de plusieurs variables vectorielles :
£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

Plawn :

I. Forme makbricielle des dérivées d’ordre 1

11, Dérivées d'ordres supérieures

111 Remarque sur les fonctions implicites



Au programme (chapitre 4) :

Ob jectif :
Etudier les fonctions de plusieurs variables vectorielles :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

Plawn

@ I. Forme makbricielle des dérivées d’ordre 1

1) Le gradient et ses propriétés
2) Matbrice Jacobienne
3) Dérivée de composée de fonctions

I1I. Dérivées d’ordres supérmures

111, Remarqgue sur les fonctions implicites



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.1 Définition
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,
Soit a € on appelle gradient de £ en a le vecteur :

R COR
Via) = “

\ ams;@) )

Kemargue :

Dans la définition ci-dessus, on a choisi § une fonction C*
. e e o\ . . .

pour simplifier. Pour Etre plus précis, le gradient est bien

défini si les dérivées partielles existent en a.



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.1 Définition
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,
Soit a € 2, on appelle gradient de f en a le vecteur :

[ Oaf(a) )
Via) = :

\ ax.,\-fzm )

1 1 2 ?rat;msnhom

; Sm& ,{ cCH):QC IR{"‘ —R. Sa dnﬂereh&eﬂa en a vervfoe i g

dof(h) = VH(a) - h

Rappel (produit scalaire) : V(x,y)eR", x-y= Z"“*?a

=1



I 1) Le gradient et ses proprictés

—_— e = o VP PP e — o o e i G e i —

1 1 3 ?ropas&p@m .

Sm& { c CHOY: Qi R"‘ - R. Le vec&e_u,r Vﬂf(_) Pom&e ciams La

| direction du plus fort accroissement de § partant de a.

0

= ST NS EIU ST TR e LY TR B L PR I AIS B GO, LX e el o it i Ace B¢ La b B IOES ATWOY 23 0 s o s . [P VI DT S s et o - 3 TS VR DT s
N _ =~

Preuve : au {(vral) tableau !
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1. 1) Le gradient et ses propriétés

Soik £ € CHO): Q c R* = R. Le vecteur V(o) pointe dans la
de § partant de a.

Exemple : f(x,y) = xe ")

Calculer Vo) Va cR?

11



I 1) Le gradient et ses propriétés

1 1 5 ?’rc}fyasn%mm ,

Sm& af cCH):QcC R*" - R. Le vec&eu,r VﬂfL) pom&e d&ms m

t direction du plus fort aceroissement de £ partant de a.

b . —o e SR ETT S g 12 e et o — A Béo Lo b =n 3 et o = P S S
e =

Exemple : f(x,y) = xe )
Calculer Vo) Va cR?

11



I 1) Le gradient et ses propriétés

1 1 5 ?’rc«pc}sn&pom ‘ -

Sm& af cCH):QcC R"‘ — R. Le vea&ear V{L) pom&e c{ams m

I direction du plus fork accroissement de £ partant de a.

: G i e B R e s o L G e S PAAr St Bty et PTG S0 ot
Pl

Exemple : f(x,y) = xe )
Calculer Vo) Va cR?

11



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.4 Définition
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,
On appelle courbe de niveau de £ associée & ccR

L'ensemble N. C R" dénfi;v\i, par Nc = {x € Q, {(5) = f::}
Kemarque :

Dans le cas d'une fonction £: QcR? = R, on parle plutdt
de surface de niveau

12



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.4 Définition
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,

On appelle courbe de niveau de £ associée & ccR
Uemsemble Nc C R" défini par N. ={x € Q, $(x)=c}

Rammqu@. :

Dans le cas d'une fonction £: QcR? = R, on parle plutdt
de surface de niveau

Exam[ai,e. : £(x, 'j> = %2 + ,jz

Dékerminer les courbes de niveaux

de £,

12



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.4 Définition
Soit § une fonction C'définie d'un ouvert O c R* - R,

On appelle courbe de niveau de £ associée & ccR
L'ensemble N. C R" déﬂni par Nc = {x € Q, {:(ﬁ) = f::}

Qamarqu& :

Dans le cas d'une fonction £: QcR? = R, on parle plutdt
de surface de niveau

E';xam[ate : £(x, 'j> = %2 + ,jz

Dékerminer les courbes de niveaux

de £,

12



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.4 Definikion
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,

On appelle courbe de niveau de § associée & c€R
Uemsemble N. C R" défini par Ne={x € Q, f(x)=cl

. 1,18 ?raposi&om

Le vecteur V(a) est orthogonal en a a Nee,y -

Preuve : au (vrai) tableau !

13



I. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.4 Definition
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,

On appelle courbe de niveau de § associée & c€R
Uemsemble Nc C R" défini par N. ={x € Q, $(x)=c}

§ 1,038 Proposition

.,,’? Le vecteur V(a) est orthogonal en a a Neay «

Vi, ) = ( . )

13



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.6 Definikion
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,
On appelle plon tangent & § en a € Q le plan d'equation :

Palx) = $a) + VH(a)  (x - a)

14



1. 1) Le gradient et ses propriétés

1.1.6 Définition
Soit £ une fonction C'définie d'un ouvert O c R* — R,

On appelle plon tangent & § en a € Q le plan d'equation :

Palx) = “fL) i V%L) (x-a)

.' 1 1 7 ?ragas;&om RS L)
Le ve{:Eear ((_“F L»& -1) es& or%hagomai ‘Pa(x)

Preuve :
Soit X = (x, Palx)) € R un point du plan tangent.
On note A = (o, f(a)) e R

14



1. 1) Le gradient et ses propriétés

(suite preuve de la proposition 1.7...)

A= @; “F@>> c R
X = (x, Palx)) € R**

16



1. 1) Le gradient et ses propriétés

(suite preuve de la proposition 1.7...)

A= @; “F@>> c R
X = (x, Palx)) € R**

O note égatemeh&

- (z“’:(ﬁ>; ""1) c R

16



1. 1) Le gradient et ses propriétés

(suite preuve de la proposition 1.7...)
A =(a,fa)) e R*?
X = (x, Palx)) € R

O note égatemen&

- (z“’:(ﬁ>; ""1) c R

Pour montrer notre résulkak,
on doik wmonkrer que :

(X-A)=o0 EXQMPLQ : £(x, v) = %? + j2

16



1. 1) Le gradient et ses propriétés

(suite preuve de la proposition 1.7...)
A =(a,fa)) e R*?
X = (x, Palx)) € R

O note égatemen&

- (z“’:(ﬁ>; ""1) c R

Pour montrer notre résulkak,
on doik wmonkrer que :

(X-A)=o0 EXQMPLQ : £(x, v) = %? + j2
& (VHa),-1) (x-a,Pa(x) -flad) =0

16



1. 1) Le gradient et ses propriétés

(suite preuve de la proposition 1.7...)
A =(a,fa)) e R*?
X = (x, Palx)) € R

O note égatemen&

- (z“’:(ﬁ>; ""1) c R

Pour montrer notre résulkak,
on doik wmonkrer que :

(X-A)=o Exemple : f(x,y) = x* +f
s (Vi) -1) - (x-a,Pa(x)-flaN) = 0o
& VHa) (x-a)rfa)-P(x)=0

ce qui est la définition du plan tangent g




1. 2) La wakbrice Jacobienne

Soit £(x) = (£,(x), - ,fP(g))& une fonction de O c R"* - RF

1.2.1 Déefinition

On dit que f est différentiable en a € Q si pour tout
lk=1{1,.--,pt la composante f. est différentiable en a

16



1. 2) La wakbrice Jacobienne

Soit £(x) = (£,(x), - ,{:P(g))& une fonction de O c R"* - RF

1.2.1 Déefinition

On dit que f est différentiable en a € Q si pour tout
lk=1{1,.--,pt la composante f. est différentiable en a

1.2.2 Definikion
On ditk que § est C' st chacune de ses composantes £ pour
=11, ,pt est une fonction ¢! de QCR* SR,

16



1. 2) La wakbrice Jacobienne

Soit £(x) = (£,(x), - ,fy(g))& une fonction de O c R"* - RF

1.2.1 Déefinition

On dit que § est différentiable en a € si pour tout
lk=1{1,.--,pt la composante f. est différentiable en a

1.2.3 Définition

Soit £: 0 C R* — RP une application différentiable en o c 0
O appette makbrice Jacobienne de f en a la malbrice 23

définie aimst :

[ axl”f],@) ax{f;;,(.ﬁ) axn“fj,@) 2

* 0@ A o df)

1)

hat ol

; z&‘f;(g) :

17



1. 2) La wakbrice Jacobienne

l 1.2.4 Proposition

| Soitf:0Q C R = RF une application différentiable en a € 0
' Nous avowns alors :

| flarh)=fa) 2 (Dhr [k )

' on é%) = (61(&);--- ,GF@)) est une appiita&iam de R" — RF

, Llim W =zocelim h)=0
h—o h—o

;,‘ vérifiant viell, ., p}

4
.‘ Ly a2 el SCE s Ol e ot G
- - _ - = D - <

4. T I BT GO D g B

Preuve :
Clest une appti&a&imm directe du résulkat sur la
différentielle pour chaque tomga»so\v\&e £

1%



I 2) La matrice Jacobienne

— - o e PP Y X —g 3

1 Z 4 ?ropasnham i

' Sm,&mf Q0 C R"* = RF une QFFLLCQ&LOM dnﬁere%&mbl& en a €
. Nous avons alors :
fa +h) -:f(&>“”%(f)h*‘ | [ ()
' ott h) =(e(h), - ,er,@)) est une application de R — RF
i vérifiant vie { 1, P} i.:,m e,i_) =0s i.:,m e(_)

— == . o e are . ac o C. TS e BIS 220 PO B | 0B IO D Al e Azn Bi Lo _boaa

Celle proposi&om nows Lv\di,que que Lo matkrice Jacobienne
esk L’apprmxima&am Linéaire du champ de vecteur

C’est Lo généralisation de la différentielle pour les
fonctions vectorielles : 3 (§) =d.¢

L=~

19



Exemple : §(x) =

Calculer Lla wmatrice Jacobienne en tout point x € R?

| 2%
%f 7 Ry % 2)(2)

J

—-Ke

&V
(x*+y*)

(1+2y%)

*ZXj

e(‘x2 *j2>

5
0

|
|
}

PR C— ———d — o — 2 -

————— —— e A

&

|

P

|
4).5!-
|
L.

1. 2) La wakbrice Jacobienne



Exemple : §(x) =

Calculer Lla wmatrice Jacobienne en tout point x € R?

(1+2y%)

| 2%
%f 7 Ry % 2)(2)

On en déduik qu’au voisinage de |

O, hous avons .

0O = §(0)+3 fx =

J

Q(XF _‘,_32)

X o S

*ZXj

J
-%

<

(x*y*)

l
|
!

=3
L)

&

'
—

—

Q

;L
:

RN

4
/
/
{
)
\
\
\
N
"

'
) —

1. 2) La wakbrice Jacobienne




1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Soit £(x) = (f,(x),- - ,‘fP(ﬁ))& une fonction C'de R* — RF

ek g(g) = (31(2); % 'Sﬁ(2>>& une fonction C'de R — RY

o (M,F:»,q) sont 3 enkiers skrictement posi&iﬂfs«

21



1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Soit £(x) = (f,(x),- - ,fy(g))& une fonction C'de R* — RF
et 9y =(9:(9) 9, (Y0 une fonction C'de RF - R

o (v\,[a,q) sont 3 entiers strictement Posi&i-fs‘

1 3 1 ‘Propos&mm (;rﬁgie c&a La akama, acimus)

La «fm»\thom go of : R" — R1 es& ' ek sa dn{f&r&h&eﬁa

L en a vérifie :

d&(g g £> ™ Ciﬂg)ﬂ 3 dﬁf (‘f orme diﬂf‘férehﬁéue) ;



1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Soit £(x) = (f,(x),- - ,fF(g))& une fonction C'de R* — RF
et 9y =(9:(9) 9, (Y0 une fonction C'de RF - R

o (M,F:,q) sont 3 entiers strictement Fmsi&i{s‘

1 3 1 ‘Propos&mm (;ragte cia La ﬂk&bﬂ@, acimus) f

7. Lo fonction gof:R" - R es& ' ek sa d;{ferevxheu@z \'
en a vérifie :
Aalgoh) = dyaygodat (forme différentielle) |

4".' s 9 (3 0 f) (_ﬂ )g) (_ «f) (forme matricielle)



1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Soit £(x) = (f,(x),- - ,fF(g))& une fonction C'de R* — RF
et 9y =(9:(9) 9, (Y0 une fonction C'de RF - R

o (M,F:,q) sont 3 entiers strictement Fmsi&i{s‘

1 3 1 ‘Propos&mm (;ragte cia La ﬂk&bﬂ@, acimus) f

7. Lo fonction gof:R" - R es& ' ek sa d;{ferevxheu@z \'

en a vérifie : ]
dalg o af) = dg 390 cia“f (forme differentielle) '

4".' s 9 (3 0 f) (_ﬂ )g) (_ «f) (forme matricielle)

" agof, i P ognumesg ;
b=y 2 n o e G i




1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Exemple : @ £:(r,0) eR" x[0,21] = (rcos(f), rsinb)

(Passage des coordonnées polaires a celles cartésiennes)

O oGl SRR,

Retrouver de 2 {agoms que d(gof)=2r et dfgof)=0

@ Soit en explicitant la fonction gof:R" x[0,27] - R
(dékails au (vrai) ktableaw)

R2



1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Exemple : @ £:(r,0) eR" x[0,21] = (rcos(f), rsinb)

(Passage des coordonnées polaires a celles cartésiennes)

O oGl SRR,

Retrouver de 2 f&goms que d(gof)=2r et dfgof)=0

@ Soit en explicitant la fonction gof:R" x[0,27] - R

(dékails au (vrai) tableauw)

@ Soit en utilisant la regle de la chaine

(détkails au (vrai) tableauw)

R2



1. 3) Dérivée de composée de fonctions

Exemyi& : Appl.wa&om & La résolution d’'une EDP
A laide du changement de coordonnées :

f:(r,0) eR; x {-—%, g] — (rcos(f), rsing)

résoudre L'EDP Linéaire suivante @

xﬁxg(x, 3) * 30330(, 3) = %% + 32, (x, v) cRI xR

(dékails au (vrai) ktableauw)

R3S



Au programme (chapitre 4) :

Ob jectif :

v
Etudier les fonctions de plusieurs variables vectorielles :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

Plawn

1. Forme makbricielle des dérivées d’ordre 1
@ 1I. Dérivées d’ordres supérieures

1) Fownctions de classe C¥
2) Etude des extrema

111 Remarque sur les fonctions implicites
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11. 1) Fownctions de classe C*

Soik ﬂﬁ) une {QMC&EQM de O c R

2.1.1 Definikion
On dit que { est de classe C?si:

D elle est de classe ¢!

@ et toutes les fonctions dérivées partielles g, f sont C*

RE



11. 1) Fownctions de classe C*

Soik ﬂﬁ) une {cw\c&mn de O c R

2.1.1 Definition
On dit que { est de classe C? st :

D elle est de classe C*

@ et toutes les fonctions dérivées partielles g, f sont C*
Plus généralement, on dira gue f est de classe C*

@ elle est de classe C*

@D et toutes les fonctions dérivées par&iei.i.@.s O § sont C*

RE



11. 1) Fownctions de classe C*

Soik ﬂﬁ) une {QMC&EOM de O c R

2.1.1 Definikion
On dit que { est de classe C?si:

D elle est de classe C*
@ et toukes les fonctions dérivées partielles g, f sont C*

Pour une fonction de classe C* on peut done pour chaque
dérivée partielle o, f calculer des dérivées partielles

vie[1,n], Vjeli,nl, a,0f=0,f=0 (ax;f)
On parle de dérivées partielles secondes (ou d'ordre 2)
Remarque : Pour izj, ol note 8,0..f = 054

RE



11. 1) Fownctions de classe C*

EXQMPL@.S :

Pour les fonctions suivantes, calculer L'ensemble des
dérivées partielles d'ordre 2

@ fx,y)=xtry?

(dékails au (vrai) ktableauw)

R7



11. 1) Fownctions de classe C*

Eixam[ates :

Pour les fonctions suivantes, calculer L'ensemble des
dérivées partielles d’ordre 2

D “f(xi 'j) =x* + 'jz

(dékails au (vrai) ktableauw)

@ $(x, y) = cos(x) sin(y)
(dékails au (vrail) tableaw)

R7



11. 1) Fownctions de classe C*

Dans les exemples précédents, il apparait que les dérivées

croisées (‘ﬁjxj ek 8§ij¥ sont éqales.

RY



Dans les exemples précédents, il apparait que les dérivées
croisées 3§fo,‘§: ek 8;,,:}“{ sont éqales.

2 l 2 ‘T“ heoreme (cie. S&kwarz,, admns) :

‘Sc .{ es& d@. Ctasse C?, alors L’ordre des &erwees
t:.»arheues Mnmporﬁe pas, € ‘est a dire :

V(‘*;J>E{1 "\]; 82 x.,“F 3:‘:: “f

11. 1) Fonctions de classe C*

RY



11. 1) Fownctions de classe C*

Dans les exemples précédents, il apparait que les dérivées
croisées a,%wff ek 8)%;)(3“? sont éqales.

2 l 2; Theorama (cie. Sthwara, admas)

‘Sc .{ es& c;le ttasse C*, alors L’ordr@. cies derwe@.s :

F»arhettes Mnmpor&e pas, € ‘est a dire :
V(‘*}J) S fl "\]; 82 x.,“F 85; “f

Qamarque :
Il existe des fonctions (hon C*) admettant des dérivées
par&&ei.i.es A'ordre 2 en un [oom& a et telles que :

Oix Fla) # 05, $a) 2%



11. 1) Fonctions de classe o

2.1.3 Definition
Soit § une fonction de classe C*. On appelle Hessienne
la. matrice définie par :

: 82 “FL) 83:1)&2“{(_) xlx “FL)
xle ¥L> 02 “F(_> Yo xth“fL>

[l=
)
|1}

Ox xl‘ﬂ“) 0% x{ﬂ“) ‘ 85:& f@) d



11. 1) Fownctions de classe e

2.1.3 Definikion
Soik £ une fonction de classe C?. On appelle Hessienne
la. matrice définie par :

[T ACO R (9 ISR A ((:9)
xle ‘fL) 82 ”FL> Vo xth“fL)

=
-~
1)

x WX1 f(&) (95: X2¥L> : a:f\gg) 4

s T o oz 0o e — o o D e i T —

; 2 1 4— ‘f’rc}posc&om

o s P D P S e O W By N O R e O

c ‘Sn { @.sE de classe C%, alors sa wabrice Hessienne est
' Sjmaﬁmqu&

2 £ " = .—,, e o $EA A '— 8 Lo = = R R o b sha b8 e R DT 3 et o i T TRBES S

‘Pru,ve Apptwa&on ciwec:&e ciu, ‘T“km cie Schmarz m
' | 29




La Hessienne généralise La notion de différentielle a
lordre 2 :

§ 2.1.4 Proposition (admis)
[St £ esk de classe C5 alors :

| flarky=fa)e D@ k- 1 (K Fe [k )

‘ot Llim hy=0
/] h—o

v ELoix 2 P D T e B g ELlT Al A i) . Neg B Lo _posda IS - N S0 i O 3 Sgin Bt Lo jusaa SO T . o 3o 3o

il 6 1) Fonctions de classe C¥
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11. 1) Fownctions de classe e

La Hessienne généralise La notion de différentielle a
Uordre 2

§ 2.1.4 Proposition (adwmis)
[St £ esk de classe C5 alors :

| farky=fa)e D@ k- 1 (K Fe [k

S

‘ot Llim hy=0
% h—o

= e I O ST AN N L A 42 B el a sl iy JE e B4, ottty st Ocaas i M= I

Grace a la Hessienne, on peu& obtenir une appraxima&an
quadrotique de § au voisinage de a.

30



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

2.2.1 Définition
Sott £:0Q c R* = R une fonction scalaire ek a € Q .
On dit gue § admet en a :

d  Un minimum (resp. maximum) Llocal si

dr > O, E..q., Vx € Bla, r), “f(ﬁ) > “f@) (T‘@-SF'« ﬂﬁ) = ‘f@))
@ Un minimum (resp. maximum) Local skrick si

r>0, bg. Vxe Bla, ) \a, £(x)>4a) (\‘QSFH Fx) < $a))

@ Un extrenmum Local st § admet un maximum ou
wiA mianmum e o,

E‘ermpte . (%, j) = x* “"32
Montrer que § admet un minimum strick en (o,0).

31



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Soik £: QCR"* - R une {onc&mm scalaire de classe CA

2 2 2; ?ropos&nam

Preuve : au {(vrai) tableau
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Sotik § QCR* = R une afonchcm scalaire de classe CA

2 2; 2 ?Topos&nam

Preuve : au {(vrai) tableau

Soulighomns que cetlte Propmsi&iam est une impii&a&imm et ce

wesk pas une équiv&i&h&a :

De plus, notons qu'elle généralise le résultat connu en 1D

a est un extremum = f(ad=o

32



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Soit £: QCR" - R une {c:mc&mm scalaire de classe C%

2 2 2; ‘Propos;&om

'S:, § admet un extremum en a, alors V-f(_) o

Preuve : au (vrail) tableau '

2.2.3 Définition
On dit que a est ui point critique st V{a) =0

Comme pour les fonctions d’une variable, on doit étudier
la. dérivée seconde pour déterminer la nature du point

ﬁriﬁqua.
=23



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Sm& § QCR" - R une {onc&mm scalaire de classe C%

PR - . PR -
N T B o g e o oo o e & o e oo o

i 2 2 4’ ?T‘OF’OS&LOM T e

o s N R D P SR e T Ny g oo o (ot o e 0 T
\\

f St ¥ o«ime& en a un minimum (resp. maxinuny) alors La
{ matrice Hessienne en a est positive (resp. néqgative) :

e B W (Hf) k>0 (resp W (H F) k<o)

e aoam O 2> W T Lo o Lo s D BSOS I B < SO L 2Ol A it ¢ Ash B Lo po<a B IS AT N Sl e D A g Bt La b S D e o e e VR BETS

g

Preuve : au {(vrai) tableau !
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Sm& § QCR* = R une {onc&mm scalaire de classe CA

PR - ~ PR -
N T - TPV B P R e B >F B o aaTme e o e

i 2 2 4’ ?T‘OF’OS&LOM T e

o s N R D P SR e T Ny g oo o (ot o e 0 T
\\

f St ¥ o«ime& en a un minimum (resp. maxinuny) alors La
{ matrice Hessienne en a est positive (resp. néqgative) :

vh € R®, h& (%0 h>o (resp. h (Qﬁf) h < 0)

e aoam O 2> W T Lo o Lo s D BSOS I B < SO (E IOl o s ¢ Ash B0 Lo b g SO A A Sl e D A g Bt La b S D e o e e VR BETS

Preuve : au {(vrai) tableau !

Nobtons encore que cellte pragosi&ion esk une impli&a&ium

ek pas une équiv&i&mae !
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Sm& § QCR" - R une {c;mchcm scalaire de classe C%

' 2 2 § 'Proposc&om (&c&mns)
i { Q&m@_& en a un minimunm (resp. mammum) strict ssi la §
mabrice Hessienne en a est d&“fbhbé pos&w& (‘”‘?-SF‘ »

f,,i néqative) :

vhe R\ 0, R (g f) h>o (resp. h' (ﬁ f) h < 0)

WY PR RIS o P TS  foe e L O X D 2 BIOEIS WY, IR B WL PEeaes Ach B La_boas B ICENS IENON 12 @ e o s e VR D@ S s o e e TRBESR
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Sm& § QCR" - R une {c;mchcm scalaire de classe C%

' 2 2 § 'Proposc&om (&c&mns)
i { Q&m@_& en a un minimunm (resp. mammum) strict ssi la §
mabrice Hessienne en a est d&“fbhbé pos&w& (‘”‘?-SF‘ »

f,,i néqative) :

vhe R\ 0, R (g f) h>o (resp. h' (ﬁ f) h < 0)

e Gz a4 o T W L S o —IREralt o S e D i) Ash B Lo b < B EOENS AENOY 1 IRt o e VR DTS bR e o e e VRS

Cette fois, on a bien L’ éqm\mmmca -
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Sm& § QCR" - R une {c:mc&mm scalaire de classe C%

2 2 5 ‘Proposc&om (admns)

' { adkme& e a uh miinaum (resp mammum) skrict ssi la |
- malrice Hessienne en a est définie positive (resp. :
maga&w&)
vh e R*\ o, h' (g
Qa

Qa

SO VIR I RN c RO 3 23 i 2 s i B N z 033 s
g - e -5 PEnRt —%) ATl
- o . s N =~ ) _ s L N =

f) h>o (resp‘ h (ﬁ f) h < 0)

Cette fois, on a bien L’ éqmvate.m:a ¥
Cect hous assure que L'ékude de Lla mabrice Hessienne
NoWws Fv&rma& de conclure sur Lla nabure de lexbremum st

ce dernier esk skrict.
28



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Exempi.es .

@ fx,9) =%y
Dékerminer les extrema de £

(dékails au (vrai) tableau)
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Examptés .

@ fx,9) =%y
Dékerminer les extrema de £

(détails au (vrai) tableaw)

@ 0, y) =x* - yf
Montrer gue § nWadmet aucun
extrenmum,

(dékails au (vrai) tableau)
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11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Examptés .

@ fx,9) =%y
Dékerminer les extrema de £

(détails au (vrai) tableaw)

@ 0, y) =x* - yf
Montrer gue § nWadmet aucun
extrenmum,

(dékails au (vrai) tableau)

Le point critique en (0,0) est appeté point selle (ou col).
36



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Exemple : Application a L’ identification de parametres

Paramelbres
aconnus ¢

37



Exemple : Application a L’ identification de parametres
Paramekbres

aconnus ¢

Données
B, X )
( R jf« t=1,N

o souhaite pc;mvoi:r

A l'aide des mesures (Ee, Ki; 35,)

t=1,N

identifier les parameétres :

11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

37



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Exemple : Application a L’ identification de parametres
Paramekbres

aconnus ¢

Données

(EE" X 35)&—-1N
e )

D’ aprés le Principe Fondamentale de La c&vjv\amiqu@., on a

x(t) = ¥ cos(Vt + el 3(&) = -%E2 + 7 stk +

On cherche les « meilleurs » parameétres pour vérifier

vie[1,N],  (x(k:)y(kD) ~ (xu,y.)

3%



11, 2) Extrema d'une fonction scalaire

Exemple : Application a L’ identification de parametres
Paramekres

aconnus ¢

Données

(&’ X 3a)a‘1N
e )

idée : Chercher & minimiser La fonction

N
Moy, P 0) = > (xlk) - xi)" + (ylk) - ‘ji)z

=1
Remargue :
J West rien d'autre que la horme 2 du vecteur forme par

la. différence entres les données et les « prédictions » a5



Au programme (chapitre 4) :

Ob jectif :

v
Etudier les fonctions de plusieurs variables vectorielles :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

Plawn :
1. Forme mwakricielle des dérivées d’ordre 1

I1I. Dérivées d’ordres supérieures

@ 111 Remargue sur les fonctions implicites

40



111. Les fonctions im

Sott £:0CR* > R une fonction scalaire de classe CL

Considérons L’/ équ&?z&on
(E> '{:(x; :j) = O, (x; :j) e ()

Afin de décrire L'ensemble des (X’:?) solutions (la ligne
de niveau ©), own aimerait pouvoir exprimer
explicitement y en fonction x a partir de la relation ci-
dessus (qui definik implicitement y en fonction de x).

L'équation (E) est appelée équation cartésienne.

Question : Peub-on déterminer une fonction o(x) telle

que fx,y) =06 y=u(x) ?

licites

4-1



111. Les fonctions im

Elxemyl.a :
Considérons L’ équ&&&oy\

x*+y*-1z20, (x,y)eR* (& f(x,v)::xzﬁ-jz-l)

{(x,y) e R, tg. fix,y)=0l= g e |

cercle de rayon 1 ek de cenkre ©

licites

42



111, Les fonctions implicites

Elxemyl.a :
Considérons L’ équ&&&oy\

Eryf-120, (Y eR (& fx,y)=xt+y?

.....1)

{(X, :j) < RZ; &*q" ‘f(x; j) - O} -

cercle de rayon 1 ek de cenkre ©

Par ailleurs, pour y > 0, ol a £(x, 3) =0 & y= V1 - %2

4-2



111, Les fonctions implicites

Elxemyl.a :
Considérons L’ équ&&&oy\

x*+y*-1z20, (x,y)eR* (& f(x,v)::xzﬁ-jz-l)

{(X, :j) < RZ; &*q" ‘f(x; j) - O} -

cercle de rayon 1 ek de cenkre ©

Par ailleurs, pour y > 0, ol a £(x, 3) =0 & y= V1 - %2

ek pour ng, o Q ﬂx,v):ﬁ = v.:-\/l-*xz
42



111, Les fonctions implicites

(53 Thiorime des Fets, implicites Gadwi)

Scu& £ une fonction C!'sur un ouvert Q CR? et a cQ t. Q.
"fL) =0,5L0 fL) Z# 0 alors il existe une fonction o(x)

d@ —-]0\1 -0, T Oz{ dans I .-u]Ouz - 5,02 + 5[- VQTL&LQM&

V(x,j)elxj, ﬂx,fj)::a & v::gp(x)

i ouar0 et fr0 . De plus, hous avons :

, SO/(X> o ‘“8x¥(x; 90(7‘«)) v &1

"
I: : Lo e G ot Loy o s 2 o Y I BT ke WO VST Lo 2 L.
= D 3 <

aj{:(x; @(’Q) ,

Qamarqu& :
Le théoréme nous assure l'existence de o(x) sans pour
autant nous donner la fonction explicitement...

VS I ATS i W RS Ao S0 Lo by 2 e el =SS <A WY 12 I o TS TR BT SRES R PES S 5 WL PG el e VRO
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111, Les fonctions implicites

| 3.1 Théoréme des fcts, implicites (admis)

)

,"." Soit £ une fonction C'sur un ouvert @ C R* et a €O t.q.
.‘? f{la)=o0. SL 6‘#@) £ 0 alors il existe une fonction p{(x)

P de I =]a; - a,a1 +of dans I =]a; - 6,0z + [ vérifiant '
' i,y €IxI, fl,y)z=0 & y=p(x)

i ouar0 et fr0 . De plus, hous avons :

, eon _ =Oflx, ox))
| PO R ey

i o2 L pea a0 - go - dec o o A T T T Y P e e TR RN
== e - Sk - SRR —

Qamarqua :
/ - . / y s .
.+ N&anmoins, il nous permet d’obtenir une approximation

de p(x) au voisinage de a : p(x) ~az +(x -a1)p'(ar) =



I11. Les fonctions imp

(53 Toréme des febs, implicikes (admis)

Sc;n& £ une fonction C!'sur un ouvert Q CR? et a cQ t. Q.
"fL) ©. 5L 0 fL) # 0 alors il existe une fonction o(x)

d@. -—»]0\1 -0, T Oz{ dans I .-u]Ouz - 5,02 + 5[- VQTL‘fLO\V\&

V(x,j)elxj, ﬂx,fj):a & v::gp(x)

| o a>0 et 570 . De plus, nous avons :

, eon _ =Oflx, ox))
| PO R ey

0 S T B e ST Ao A Lo Z 2o ez a0 — e S A 12 i e s [ VI B PP TN = e ie o 3

Remarque 2 :
St 0f(a) # © on peut énoncer un résulkat similaire avec
une fonction 1 : yed—1.

s i T
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Plan détaille du chay

I. Forme makricielle des dérivées d’ordre 1
1) Le gradient et ses propriétés
2) Matbrice Jacobienne
3) Dérivée de composée de fonctions

11, Dérivées d'ordres supérieures

1) Fonctions de classe C*

2) Etude des extrema

111 Remarque sur les fonctions implicites

ikre 4
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