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Inkroducktion

Dans ce chapitre, hous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R



Inkroducktion

Dans ce chapitre, hous allons étudier les

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R

E’ixempi.es g

@ §£:[0,1]CcR > R?
E— (cos(2rt), 2 sin(2rt))

tro jectoire parametre par t




Inkroduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP
ot (n,p)eN et Q est un sous ensemble de R"

Exempl&s g

@ f:teclo,1] cR - (cos(nt), cos(2rt))

@ p:(xy2)eR° =R

Cha\n«\p de pression a@ousﬁqu@.
(représentation par couleur)




Inkroducktion

Dans ce chapitre, hous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xy,%2, ;XY EQCR* —RP
ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R
Exempi.es :
@ f:teclo,1] cR - (cos(nt), cos(2rt))
@ p:(x,y2)eR° =R

D c: R* - R
(x,v)%xe

Qaprésam&a&mm Adu gr&ph@, en 3D

-(3ry®)




Inkroducktion

Dans ce chapitre, hous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R

Exempi.es g

@ f:teclo,1] cR — (cos(2rt), cos(2rt))
@ p:(x,y2)eR° =R

D c: R* - R
(x, :j> — xe
Qaprésam&a&mm du graphe en 3D
ou par lighe de niveaux

-(3ry®)




Inkroduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p)eN et Q est un sous ensemble de R

Exempi&s g

@ f:teclo,1] cR - (cos(nt), cos(2rt)) 5{\-**"*‘* >~ 2

@ p:(xy2)eR° =R

@ c:(x,y)eR xe 97

3 MI(X,3>ER2%R2

Champ de veckeurs



Inkroducktion

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP
ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R
Pour ces fonctions, on souhaitera pouvoir :

@ généraliser la notion de continuité
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R

Pour ces fonctions, on souhaitera pouvoir :
@ généraliser la notion de continuité
Qappei. en 1D :
g:x €R =R est continue en a ssi

Ve»©,3n >0 bq. Ix-a] <n= ) - fa)] <e



Inkroducktion

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R

Pour ces fonctions, on souhaitera pouvoir :
@ généraliser la notion de continuité
Qappei. en 1D :
g:x €R =R est continue en a ssi

Ve»©,3n >0 bq. Ix-a] <n= ) - fa)] <e

Difficulte : Définir la notion de « x proche de a » et
« §£(x) proche de £(a) »



Inkroduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP
ot (n,p)eN et Q est un sous ensemble de R"
Pour ces fonctions, on souhaitera pouvoir :

D gémératiser Lla notion de continuiké

@ qgénéraliser la notion de dérivabilité



Inkroducktion

Dans ce chapitre, hous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP

ot (n,p) €N et Q est un sous ensemble de R
Pour ces fonctions, on souhaitera pouvoir :
@ généraliser la noltion de continuité

@ généraliser Lla notion de dérivabilité
En déduire des résulkats du type :
- § dérivable implique § continue
- Lla dérivée en a donne une approximation de § en a

- Lla dérivée donne les variations de § .



Inkroducktion

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de
plusieurs variables :

£:(xq, %2, , ) EQCR* — RP
ot (n,p)eN et Q est un sous ensemble de R
Pour ces fonctions, on souhaitera pouvoir :
@ généraliser la notion de continuité
@ généraliser Lla notion de dérivabilité
Remarqgue :
Pour les fonctions §:x €0 RF  on peut aisément

généraliser les notions ci-dessus en procédant
tomFosan&e par tomposas«&e



Au programme (chapitre 3) :

Ob jectif :

v
Etudier les fonctions de plusieurs variables scalaires

Plawn :
I Un peu de topologie sur R"
11 Limite et continuite

111 Dérivées partielles, differenticlle et fonctions C*

V. Ma eremiére équaﬁwm aux dérivées Fmr&iettes

10



I. Un peu de topologie

On considere lespace R" = {(x1,%2, -, %), Vi € [1,n], xx € R}
muni de sa base canonigue (@1, n b

Vi, %:(O;”' ;9,1,0,- - ;O>

N

k=Syme F}Osiﬁwm

Q@.marqu@i ;

Lo notation x signifie que x est un vecteur x =(x1, %z, -, %)

11



I. Un peu de topologie

On considére lespace R ={(x1, %2, -, %n), Ve e [1,n], x € R}

muni de sa base canonique CIH

O notera x ={x1,%z, -, x ) ER" = Zxk‘%
k=1

12



I. Un peu de topologie

On considére lespace R ={(x1, %2, -, %n), Ve e [1,n], x € R}

nmuni de sa base canonique (@1 die=1, -

A
On notera x =(x3,xz, -, xW) ER" =2 ) xen
k=1

1.1 Définition
On appelle norme sur R*  toute application N: R — R”

vérifiant : @ le carackére définie :
Yk eR* N(x)=0 e x=0

12



I. Un peu de topologie

On considére lespace R ={(x1, %2, -, %n), Ve e [1,n], x € R}
muni de sa base canonigue (i1,
On notera x =(x3,xz, -, xW) ER" =2 ) xen
k=1

1.1 Définition
On QF‘FQU.Q norme sur R toutbe apptica&am N:R" - R"
véeriflank : @ le caractére définie ;

Yk eR* N(x)=0 e x=0

@ L'homoqgénéite :
Vx € R" ek A e R N(\x) = [AIN(x)

12



I. Un peu de topologie

On considére lespace R ={(x1, %2, -, %n), Ve e [1,n], x € R}
muni de sa base canonigue (i1,
On notera x =(xy, %z, ,xu) R = ixkg
k=1

1.1 Définition
On QF‘FQ“.Q norme sur R toutbe apptica&mm N:R" - R"
véeriflank : @ le caractére définie ;

Yk eR* N(x)=0 e x=0

@ L'homoqgénéite :
Vx € R" ek A e R N(\x) = [AIN(x)

@ Ll'inéqalité trianqulaire :

vx € R" ek vy € R* N(x 4—;) < N{x) + N(;O
12



I. Un peu de topologie

Les normes usuelles sur

@ La

N = x [lz2= (Z Xi) 2

k=1

(ouw norme 2)

£ xenw Z

le dans R?
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Les normes usuelles sur

@ La

N = x [lz2= (Z Xi) 2

k=1

(ouw norme 2)

£ xenw Z

le dans R?
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I. Un peu de topologie

Les normes usuelles sur

A La (ou norme 2)

" 2
N(ﬁ) =|| % [[2= (Z Xi) Exemple dans R?

k=1

@ La
A
NOO =) % (2= ) ]

k=1

| % o= Praf + Ixe]

14



I. Un peu de topologie

Les normes usuelles sur

A La (ou norme 2)

" 2
N(ﬁ) =|| % [[2= (Z Xi) Exemple dans R?

k=1

@ La
A
NOO =) % (2= ) ]

k=1

| % o= Praf + Ixe]

14



I. Un peu de topologie

Les normes usuelles sur

A La (ou norme 2)

N = x [lz2= (Z Xi) 2

k=1

@ La
7
NOD =[x [la= ) e

k=1
@ La

N =) X [z max (x])
kel1,mn]

Exemnmple dans R?

| % [loo= naax{Jx], Ixz])
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I. Un peu de topologie

Les normes usuelles sur

A La (ou norme 2)

N = x [lz2= (Z Xi) 2

k=1

@ La
7
NOD =[x [la= ) e

k=1
@ La

N =) X [z max (x])
kel1,mn]

Exemnmple dans R?

| % [loo= naax{Jx], Ixz])
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I. Un peu de topologie
1.2 Definikion

A partir d'une norme N, o peut défimir la distance c&@,;{)
enbre deux éléments (x, ;1) c R" ainst : A(x, ;1) = N(ﬁ“;ﬂ

16



I. Un peu de topologie

1.2 Definition
A partir d'une norme N, o peut définir La
6, y) € R™ ainst @ dlx,y) = N(x - y)

Exemple dans R* (pour la norme 2)

16



I. Un peu de topologie

1.2 Definition
A partir d'une norme N, o peut définir La
6, y) € R™ ainst @ dlx,y) = N(x - y)

Exemple dans R* (pour la norme 2)
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I. Un peu de topologie

1.2 Definition
A partir d'une norme N, o peut définir La
6, y) € R™ ainst @ dlx,y) = N(x - y)

Exemple dans R* (pour la norme 2)

16



I. Un peu de topologie

1.2 Definikion

A partir d'une norme N, o peut défimir la distance ci@,;{)
enbre deux éléments (x, ;1) c R ainst @ Alx, ;1) = N(ﬁ“;ﬂ

1.3 Déefinition

On dit gue 2 normes N et N; sont équiv&i&h&as sst

HA,RY>0, ¥x eR™, ANi(x) < Na(x) < BNi(x)

17



I. Un peu de topologie

1.2 Définikion
A partir d'une norme N, o peut défimir la distance ci(ﬁ,y)

enbre deux éléments (x, ;[) c R" ainst : A(x, ;t) = N(ﬁ"‘;t)

1.3 Déefinition
On dik que 2 normes Ni ek N, sonk équ&vatamﬁas ssi.

HA,RY>0, ¥x eR™, ANi(x) < Na(x) < BNi(x)

Dire que 2 hormes sont équivalentes signifie que st x et y
sont proches au sens d'une norme, alors ils le seront
éqalement au sens de l'aubre norme :

NiiX - ~ N - e
X-yY~osN(x-y)~o i



I. Un peu de topologie

1.2 Definikion
A partir d'une norme N, o peut défimir la distance c&(g,;)
enbre deux éléments (x, ;) cR" ainst ;: dAlx, ;1) = N(ﬁ“;ﬂ

1.3 Déefinition

O dik que. 2 normes N; ekt No sonk éqmvatenées ssi,

3(A,B) >0, Vx eR", ANi(x) < Np(x) < BNi(x)

1 4 ?ropos&pam (&dmcs)

kf Les 3 norwes usuettes sur IR{"‘ sc;w\E equw&t&%&es

Qamarqu& : c..e&&e propos;&om nes& pas difficile &

montrer et vous pouvez le faire & titre d'exercice. )5



I. Un peu de topologie

1.6 Définikion

On appelle boule ouverte et boule fermée de rayonhs R et
de centre a les ensembles définis ainst :

@ Bola,R)={x e R, t.g. N(x-a) =[x -a <R} (ouverte)
@ Bla,R)={xcR", k. N(x-ad=|x-a <R}  (fermée)

19



I. Un peu de topologie

O appei.i.& ek de rayons R ek

de cenbre a les ensembles définis ainst :
D Bola,R)={xeR", kg N(x-a)=x-al<R}  (ouverte)
@ Bla,R)={xecR", bq. N(x-a)=x-a <R}  (fermée)




I. Un peu de topologie

O appei.i.& ek de rayons R ek

de cenbre a les ensembles définis ainst :
@ Bola,R)={x €R", k. N(x-a)=|x-a <R}
@ Bla,R)={xcR", bq. N(x-a)=|x-a <R}

Exemples (norme 1)

(ouverte)

(fermeée)

20



I. Un peu de topologie

O appei.i.& ek de rayons R ek

de cenbre a les ensembles définis ainst :
D Bola,R)={xeR", kg N(x-a)=x-al<R}  (ouverte)
@ Bla,R)={xecR", bq. N(x-a)=x-a <R}  (fermée)

Exemples (norme ) : Bo(0,1) ={x € R*, kL.q. m‘?xlxklf:l}

21



I. Un peu de topologie

1.6 Définikion
On appelle boule ouverte et boule fermée de rayons R et
de cenbre a les ensembles définis ainst :

@ Bola,R)={x R, bk, N(x-a)=|x-a <R}  (ouverte)
@ Bla,R)={xcR", k. N(x-ad=|x-a <R}  (fermée)
1.6 Définikion

Soit O CR", on dit que cet ensemble est cuverk ssi pour
tout a € O, il existe n>0 &‘q‘ Bola,n) C O

On dira gu’un ensemble 7 C R* est fermé si son
complémentaire dans R*, noté F=R"\ F est ouvert

Exe.mpi@.s : Jo,1[ est ouvert [0,1] est ni ouvert,

[0,1] est fermé i fermé 99



Au programme (chapitre 3) :

Ob jectif :
Etudier les fonctions de plusieurs variables scalaires

£:(xq, %2, ,XM)EQCR* — R

Plawn
I Un peu de topologie sur R"
@ 11, Limite et continuite
111 Dérivées partielles, differenticlle et fonctions C*

V. Ma eremiére équaﬁwm aux dérivées Fmr&iettes

R3S



11, Limite ek conkinuiké

2.1 Définition

Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x) =L & Ve»0,37>0 kg, Vx €,

Xx—a

Ix-a|<n=Kx)-1]<e

24



11, Limikte ek conkinuik

2.1 Définition
Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x) =L & Ve»0,37>0 kg, Vx €,

X—>a
Ix=a|<n=x)-L] <
f&amarqu@,s :

@ Dans celte definition, le choix de Lla norme west pas

préciser, car comme vu précédemment, les normes sur
I v .
R" sont eqmvai.am&es..

24



11, Limikte ek conkinuik

2.1 Définition
Soik §£ une fonction définie sur un ouverk Q c R™,

On dit que § adwmet une Limite en ssi

Lim f(x) =L & Ve»0,37>0 kg, Vx €,

X
[x-af<n=Kx)-L<e
Remarques :
@ Dans celte définition, le choix de Lla horme nest pas

préciser, car comme vu précédemment, les normes sur
I v .
R" sownk equwatem&es«

@ Afin d'étre certain que £(x) existe pour x € Bla, n)
slx-a|<n on doit considérer O ouvert T ey
R4



v

11. Limike ek continuike

2.1 Définition

Soik £ une fonction déefinie sur un ouvert Q c R*,

On dit que £ admel une Liniite en o © O ssi :

Lim f(x)=1l < Vero, Inso0 E‘q‘ Vx €

K—Q

Ix-al<n=Kx)-L]<e

, 2 2 ‘Proposcham (um;m%@. d@. i& me&e, mimns)

La Limite de af en a, si eue ems&e, es& u,v\nqu,e.

g e a2 P AN O, X el 4 e A R Lo poc2 BRSO TR B W B es g B Lo _bosan = e TR DT

RE



11, Limite ek conkinuiké

2.1 Définition

Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x)=L & Vero, In>0 kg, Vx €,

K—Q

Ix-a|<n=Kx)-1]<e

Exemple : £(x, y)=x*+y* définie v(x, fj) c R?

Mowntrer que Lim X o
g Aol o)ﬂ 995

RE
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11, Limike eb continuite

2.1 Définition

Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x)=L & Vero, In>0 kg, Vx €,

K—Q

Ix-a|<n=Kx)-1]<e

Exemple : £(x, y)=x*+y* définie v(x, fj) c R?

Mowtrer que Lim . o
s e o)ﬂ )=

Soik e > 0,
Pour n=+1€ nous avons bien

| % < 7= vVe=| x|i= |X2"‘32| <e

R7
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11, Limike eb continuite

2.1 Définition

Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x)=L & Vero, In>0 kg, Vx €,

K—Q

Ix-a|<n=Kx)-1]<e

Exemple : £(x, y)=x*+y* définie v(x, fj) c R?

Mowtrer que Lim . o
s e o)ﬂ )=

Soik e > 0,
Pour n=+1€ nous avons bien

| % < 7= vVe=| x|i= |X2"‘32| <e

RY



v

11, Limike eb continuite

2.1 Définition

Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x)=L & Vero, In>0 kg, Vx €,

K—Q

Ix-a|<n=Kx)-1]<e

Exemple : £(x, y)=x*+y* définie v(x, fj) c R?

Mowtrer que Lim . o
s e o)ﬂ )=

Soik e > 0,
Pour n=+1€ nous avons bien

| % < 7= vVe=| x|i= |X2"‘32| <e

R



11, Limite ek conkinuiké

2.1 Définition
Soik §£ une fonction définie sur un ouverk Q c R™,
On dit que § adwmet une Limite en ssi

Lim f(x) =L & Ve»0,37>0 kg, Vx €,

Xx—a

Ix-a|<n=Kx)-1]<e

Qam&rqu@; ;

De Lo définition ci-dessus, on déduit que si la Limite de
{ en a existe, alors quelque soit la trajectoire x(b)
tendont vers a quand b tend vers o, on a nécessairement

30
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11. Limike ek continuike

|

2.1 Definition
Soik £ une fonction déefinie sur un ouvert Q c R*,

On it que § admet une Limite en o« O ssi

Lim $(x) =L & Ve»o,3n>0 kqg. Vx e,

Xx—a

|\X*0~H<77:‘|ﬂ>‘«) U<€

2 2 ‘Progosn&om (_&m&ére cie non ams%e.v\te cl@ i.a iumu&e}

o . — o — g -- e ;; B — oo

| SL pour 2 tra Je«c&mres xl(&) e& xz(E) Eemdw\& Vers a avec E
qu,s, tend vers © nous avowns

Lim Fxa(B)) # Lim F(x2(E)) s

:.f ators % madw\@.& pas d@. i.:,m;%e. en a !

’ f
‘Preuve. - au (vrm,) %abi.eau . N




11, Limite ek conkinuiké

2.1 Définition
Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,

On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x)=Ll & Ve>o0,3p>0 kg, Vx €,

K—Q

Hﬁ""’&“ﬁn:ﬂﬂé)«uge

Exemple @ f(x,4y) =

définie ¥(x,4y) € R* \ (0,0)

XZ “+ 32
Montrer que £ wWadmet pas de Limite en (0,0).
(détails au tableaw)

32



11, Limite ek conkinuiké

2.1 Définition
Soit £ une fonction définie sur un ocuverk Q c R*,
On dit que § adwmet une Limite en sst :

Lim f(x)=L & Vero, In>0 kg, Vx €,

K—Q

|‘ﬁ""’&“§n=>lﬂ5)«t|§€

Exemple : £(x, y) = définie V(x, y) € R*\ (0,0)

Montrer que § wWadmet pas de L;mn&e en (00).

(dékails au tableaw)




I1I. Limike et conkinuité

2.1 Definition
Soik £ une fonction déefinie sur un ouvert Q c R*,

On it que § admet une Limite en o« O ssi

Lim $(x) =L & Ve»o,3n>0 kqg. Vx e,

Xx—a

Ix-af<n= fed-Ls<e

,' 2 3 Thearama (&c&mus)

Taus les resu&o&s ttasscqu,es sur le calecul de Limike pour
c’\es fonctions d'une variable (l.e. somme, différence,

produ,:,& quotient, composition) restent valables pour les
| fonctions de plusieurs variables.

g

33



1I. Limike ek conkinuilké

2.1 Définition
Soik §£ une fonction définie sur un ouverk Q c R™,
On dit que § adwmet une Limite en ssi

Lim f(x) =L & Ve»0,37>0 kg, Vx €,

Xx—a

[x-a|<n=H)-L] <
2.4 Définition
On dira guune fonction § est continue en a € si la
Limite de £ en a existe et est éqale a £(a).

On dira gqu’une fonction § est continue sur O si elle est
continue en chaque poév\& acQ

34



11, Limite ek conkinuiké

Eixem!oi.es s
Lia{x? + 32)
esiv\(xv)

o “f(x; v) -

Montrer que £ est continu
sur R* \ (o,0)
(dékails au tableauw)

38



11, Limite ek conkinuiké

Eixem[otés :
L x? + 32)
esiv\(x'j)

D “RX, v> -

Montrer que £ est continu
sur R* \ (o,0)
(dékails au tableauw)

xzv

@ {(X, j) -

Montrer que £ est continu sur R?
(détails au tableaw)




Au programme (chapitre 3) :

Ob jectif :
Etudier les fonctions de plusieurs variables scalaires

£:(xq, %2, , XY EQCR* — R

Plawn
I Un peu de topologie sur R"
11, Limite et continuite
@ III, Dérivées partielles, différenticlle et fonctions C*
1) Definition des dérivées partielles

2) Difféerentielle d'une fonction
3) Fownctions ¢!

V. Ma pmmaére équ&&iom aux dérivées par&e_ti.es

36



I11. 1) Dérivées

Soik £ une fonction définie un ouverk O c R*.
3.1.1 Définition
On dit que § admet une dérivée particlle par rapport a
en a € Q si Lapplication partielle pi{x:;) définie par
- oi{xi) = “F(Ql; 1y Ky i, )

est dérivable en . = ai. Alors, o note

0. fed = ) = il

partielles

37



111, 1) Dérivées partielles

Soik £ une fonction définie un ouverk O c R*.
3.1.1 Definikion
On dit que § admet une dérivée particlle par rapport a
en a € Q st Lapplication partielle ol Y définie par
- oi{xi) = “Rali 1y Ky i, )

est dérivable en . = ai. Alors, o note

0 ,
0. $(a) = 8—&&) = oilog)
Q@marquﬁ !
Un dérivée partielle nest finalement rien de plus qu'une
dérivée usuelle selon 1 variable :

fla+te) - f(a)

0. f(a) = Lim 37



111, 1) Dérivées partielles

Soik £ une fonction définie un ouverk O c R*.
3.1.1 Definikion
On dit que § admet une dérivée particlle par rapport a
en a € Q st Lapplication partielle ol Y définie par
- oi{xi) = “Rali 1y Ky i, )

est dérivable en . = ai. Alors, o note

0. $(a) = gi(g) = pi{a)

3.1.2 Définition
On dit que § admet une fonction dérivée partielle par
rapport & x sur tout Q st £ admet une dérivée partielle par

%

rappor% A xi pour tout a € e



I11. 1) Dérivées

EXQMF’L@:S ;

D '{:(x; 'j) =]

Montrer que § adwmet des
dérivées partielles V(x, y) € R?

(dékails au tableaw)

partielles

39



I11. 1) Dérivées

Eixampi.es ;

D '{:(x; 'j) - X:j

Montrer que § adwmet des
dérivées partielles V(x, y) € R?

(dékails au tableaw)

D “f(x ) :j> = sin{x* + 32>

Montrer que § admet des
dérivées partielles V(x, y) € R?

(dékails au tableaw)

partielles




I11. 1) Dérivées

U @.XQW\FL@; parﬁ&utiar y
»
D {(X, :})‘: xz*vz

(o) sthoin

Montrer que § adwmet des
dérivées partielles V(x,y) € R?

(dékails au tableaw)

partielles

4.0



111, 1) Dérivées partielles

U @.X@.MPL@; par&i&utier y

K
%) “f("v v) = X% 332 st (X, .j> 7 (O' r R T L,

o sthoin

Montrer que § adwmet des
dérivées partielles|V(x,y) € R?

(dékails au tableaw)

Qamarqu@. ;

La fonction admet des dérivées partielles partout sans
Ekre conkinue en (0,0) !

4.0



111, 1) Dérivées partielles

U QX&MF?LQ par&wuu@xr y

K
@ $x,y) = xz?gz e (x’:’)#(a’

o stvon

Montrer gue § admet des
dérivées partielles|V(x,y) € R?

(dékails au tableaw)

Remarqgue :

La fonction admet des dérivées partielles partout sans
Ebre continue en (0,0) !

En fail LUexistence de dérivées partielles en (0,0) assure
umiquamam& que le long des axes (abscisse ek ordonnée),
£ est continue,

4.0



111, 2) Dikférentielle d'une fonction

3.2.1 Definikion
On dit que § est différentiable en a € Q s'il existe d,f
une application Linéaire de R" — R vérifiant :

vh € R", fla+h) = o)+ daf(l)+ || || calln)

ol ¢ : R* 5 R telle que ealh) — o,

h—o

4-1



111, 2) Dikférentielle d'une fonction

3.2.1 Déefinition
On dit que § est différentiable en a € Q s'il existe d,f
une application Linéaire de R" — R vérifiant :

vh € R", fla+h) = o)+ daf(l)+ || || calln)

ot ¢ : R* 5 R belle que ealh) — o,

h—o

Lapplication Linéaire d f est appele différenticlle de §
2\
et est de la forme : dofh) =) hioy ot o €R

=1

4-1



111, 2) Diférentielle d'une fonction

3.2.1 Definikion
On dit que § est différentiable en a € Q s'il existe d,f
une application Linéaire de R" — R vérifiant :
vh e RY, fla+h)=fa)+daf(h)+ || h || call)
o ¢ : R* =R telle que ealh) —
h—>0

L'application linéaire d,§ est appeie différenticelle de £
2\
et est de la forme : dofh) =) hioy ot o €R

=1
Kemarqgue :
On peut noter que cette notion généralise la définition
de la dérivée pour les fonction d'une variable :

i K2 HD) 00y o fa ) = fa) +hf (@) + caliIM

h—o

41



111, 2) Diférentielle d'une fonction

3.2.1 Definikion
On dit que § est différentiable en a € Q s'il existe d,f
une application Linéaire de R" — R vérifiant :

vh € R", fla+h) = o)+ daf(l)+ || || calln)

ot ¢ : R" = R telle que calh) — h_m

Lapplication linéaire d,§ est appete différentielle de £
et est de la forme : Q{(_) Zh,pz., ot a; €R

L....l

3 2 2 ?ropasgham

Re? O Wy Xy v — e

S° “f st dbﬁeremhabm en g, amrs ai.i.e Y tm«&mw@. e o

e = AL i : gt g e G SCE e i LR Sl o Ao A pana T 16 e o~ g Dt s

w: aw (vrail) tableau ! B



I;II; 2,) mﬂfﬂferem&eu@. ci’ une ffomc%mm i

e - . -
N s S et P Bt e Sy NP g

3 2 3 ‘Proposnﬁmm S

R WP R . — o P e A o

S:., { es& du&fereh&mbw_ en a, pour & cR e& Vv # o ¢ IR{“ La

de.rwae. directionnelle :

iéi“g ‘f(ﬁ 2] &!g g ‘f@) pe Q{,‘(!)

| est bien définie.

Preuve : au (vrai) tableau !

43



| est bien définie.

I;II; 2) vaﬂferemﬁmtiﬁd" unhe ﬂfowcﬁmv\ i

3 2 3 ‘Propos;&nom

Sc., { es& civfnferev&mbte en a, pour E cR e.& Vv # o ¢ IR{"‘ La

clerwee directionnelle :

g(ﬁ % E!g " “’:@) i Q{(!)

Lim
t—o

324’ (_Oroi.i,&;re R o TS

X = 8o . A e e falr.e o P Ao L s s e e o e RRY T Sreaox — g

, St { es& dufnferev\&mbte en a, alors ses cierwees par&ettes
- en a sont bien définies.

- 4 I 2T < FW TS TR W Eor aa s o =2 S al oo L 20l o e e B Lo b el s 0 g e T e New B4 L b s s e o s Sgn 24 oo

Preuve : au (vrai) ktableauw '




I;II 2,) mﬂfﬂferem&eu@. ci’ une ffomc%mm i

~ ac - z - »
N T 0 -- PP 2 /,- - ,.. P A e e

(525 Proposiion

— o e a7 - o N M O e e~ P = T g S S

Ss, f es& du{{eren&mbiﬁ en a, , i.ors A f est donnée [m
| daf(h) = zh o $(ad

3
L.-l .;

894 SO BTN oada o fap S Lo ac<n I B T PP I R T BIs 2 = T D s . o ¥ O FANE e ! A A - - 4

Preuve : au {vrai) Eabieau i

44



I;II 2,) Bnﬂfﬂferevx&eu@. ci’ une ffomc%mm i

ReCes - L - .
N B 8 g -- PV =2 ',- - ,—- e e co e —

(525 Proposition

AT 5 o N M O e e~ P ~ N A e i e

;i Ss, { est du{{eren&mbiﬁ en a, ai.ors A f est donnée [m

daf(h) = Zh Ox$(a)

L—-l

Ooame g —ao b porP el T x4 CaM T o fop S0 Lo o-ama EL T el o > .—,/ 1= g ELAN Al A i) = BT CEAS § L2023 o = gt Bd. Lo _bosha TS s §7 WL P Ses s S aa 3 saa

Preuve : au {vrai) Eabieau i

Remargue :
Avec Lo différentielle, on a une approximation a L'ordre
1 de la fonction £ :

fla+h) ~ o)+ ika @)  VheR"tel que ||h|~o0

=1

44



111, 2) Dikférentielle d'une fonction

Exe.mpi.@.s ;
5 fixg)=xiey

Montrer gue f est
différentioble en (1,1)

(dékails au tableaw)

4-5



111, 2) Dikférentielle d'une fonction

Exempt&s :
@ ) = X2+ P

Montrer gue f est
différentioble en (1,1)

(dékails au tableaw)

Qemarqua :
Grace & la différentielle, on peut obtenir L'équation du
pf.&m tangent &ppraahan& £ au poam% (1T

q(x) = fa) + A f(x - a)

4-5



111, 2) Dikférentielle d'une fonction

Exe.mpi.@.s ;
o “RX, 'j) =R 32

Montrer gue f est
différentioble en (1,1)

(dékails au tableaw)

i
D “RX, j) = X2+ 32

o suon

Montrer que § west pas
différentiable en (0,0)
(dékails au tableaw)

St (X, j) # (Ol‘ ,__, s S R

46



111. 3) Fonctions ¢t

3.3.1 Définition
On dit que f est de classe C sur Q si ses dérivées
partielles existent et sont continues sur (L.

47



111, 3) Fownctions C*

3.3.1 Définition
On dit que f est de classe C' sur Q si ses dérivées
partielles existent et sont continues sur (L.

3 2 4- Tkﬁorama (&c{mgs)
Sn ﬂf es& cie dasse f... ators eu.e es& ciufafereu&mbta sur Q

Le principal intérét de cette classe de fonction et gu'en
général, il sera plus simple de montrer gu’une fonction
est C* plutdt que différentiable.

47



111, 3) Fownctions ¢t

Remargue :
Une fonction peut étre différentiable sans étre C*

Exemple (admis) :

x? sin(1) + Yy sim(%) st
x? sin(1) st
Yy sim(é) st
o st

%(X, :j) -

est différentiable sans étre C*

4%



Au programme (chapitre 3) :

Ob jectif :
Etudier les fonctions de plusieurs variables scalaires

£:(xq, %2, ,XM)EQCR* — R

Plawn :
I Un peu de topologie sur R"
11 Limite et continuite

111 Dérivées partielles, différenticlle et fonctions C*

@ IV. Ma premiére équa&mm aux dérivées par&iau@.s

4-9



IV. Ma premiére ED?P

4 Définikion

On appelle équations aux dérivées partielles (ou EDP)
une équa&iom dont Lla solubtion est une fonction § de
plusieurs variables et impliquant les dérivées partielles

de £

50



IV. Ma premiére ED?P

4 Définikion

On appelle équ&%&mm,s aux dérivées partielles (ou EDP)
une équa&iam dont Lla solubtion est une fonction § de
plusieurs variables et impliquant les dérivées partielles

de £

Exemple : 9p(x, b) + € O.p(x, t) = © définie W(E,x) € R™ x R

50



IV. Ma premiére ED?P

4 Définikion

On appelle équations aux dérivées partielles (ou EDP)
une équa&iom dont Lla solubtion est une fonction § de
plusieurs variables et impliquant les dérivées partielles

de £
Exemple : g p(x, )+ coplx,b) =0 définie V(E,x) e R xR

L'¢bude de ces équations est un (krés) vaste domaine de
recherche qui déPO\SSQ de loin le but de ce cours.
Néanmoins, il esk intéressank de savoir que les EDP
nmodélisenkt b&au&cu[@ de pkémomémas physiques et se
rebrouvent dans de nombreuses applications....

50



IV. Ma premiére ED?P

4 Définikion

On appelle équations aux dérivées partielles (ou EDP)
une équa&iov\ dont Lla solubtion est une fonction § de
plusieurs variables et impligquant Les dérivées partielles

de £
Exemple : g p(x, )+ coplx,b) =0 définie V(E,x) e R xR

L’exempi.e ci~dessus s’appei.i.e L/ équ&%&om de transport.

Pour cette équation, on vérifie aisément gue les
solutions générales sont de la forme : p(x, E) = p{x - cb)

sl



IV. Ma premiere EDP

4 Définikion

On appelle équations aux dérivées partielles (ou EDP)
une équa&éom dont Lla solubtion est une fonction § de
plusieurs variables et impligquant Les dérivées partielles

de £

Exemple : g p(x, )+ coplx,b) =0 définie V(E,x) e R xR

L’exe;mpi.e ci~dessus s’appe.i.i.e L/ équaﬁom de transport.

Pour cette équation, on vérifie aisément gue les

solutions générales sont de la forme : p(x, E) = p{x - cb)

En ajoutant une condition initiale p(x,b=0)=p (x)

on obtient un probleme de Cauchy ayant comme solution
PO, ) = p_(x - ct) 51



Plan détaillé d Ch

I Un peu de topologie sur R"
11, Limite et continuite

111 Dérivées partielles, différenticlle et fonctions ¢!

1) Définition des dérivées partielles
2) Difféerentielle d'une fonction

3) Fownctions ¢!

IV. Ma eremiére équa&om aux dérivées Par&&eues

tkre 3

P4



