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I. Inkroduckion

Considérons le prca-bi.éme de radiakion suivank :
pd2 —div(cV )=4 dans >0, R
% v .
ot la source § est supposee R

£(t,x) = q(x), V>0

La ques&om qu,’ on se pose esk qu,’ elle sera le compor&emes«&
de la solution en Eem[z:'s long ?
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I. Inkroduckion

Considérons le Prabi.éme de radiakion suivank :
pd2 —div(cV )=% dans >0, R
% v .
ot la source § est supposee R

£(t,x) = q(x), V>0

La quﬁsﬁom qu,’ on se pose esk qu,’ elle sera le compor&emm\&
de La solubkion en Eemps long ?
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I. Inkroduckion

Considérons le Prabtéme de radiation suivank :
pd2 —div(cV )=4 dans >0, R
% ' e ‘ .
o Lo source § est supposée harmonique en temps, ie. :
£t,0) =R (e7) §(x), V=0

O observe que la solubion semble devenir F@érmcqua e
temps, ce qui incite o la recherche d'une solution de la
forme (t,x) = cos(wt) (x) ot = est solution de :

—pw? —dAiv (02 )ZS dans R?

Ob jectif :

d Etudier le probléme harmonique en temps

D Le formuler en domaine borné.,
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Plawn
I. Inkroduction
11 Le probtéme aver absc:rp&ion

a) En domaine ouvert
b) Le probléme extérieur

¢) Formulakion aveec DEN

111, Principe d’absorg&om Limike



I11. a) En domaine ouvert

Pour éktudier le probtéme :
L o AR A 2

nous avons allons faire quelques hypotheses :

@ La source g est a support compact dans By(R)

@ (p, 0) sont constant dans R*\By(R)



I11. a) En domaine ouvert

Pour étudier le probléme :

—pw* —Aiv(cV ) =g dans R’
nous avons allons faire quelques hypotheses :
@ La source q est a support compact dans By(R)
@ (p. o) sont comnstant dans R*\By(R)

Remarque : L’équa&mm ci~dessus s’appei.te L’équa&om
A’Helmwholkz.,



https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_Helmholtz
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_Helmholtz

I11. a) En domaine ouvert

Pour éktudier le probtéme :
L - A Ak B

nous avons allons faire quelques hypotheses :

@ La source q est a support compact dans By(R)

@ (p. o) sont comnstant dans R*\By(R)

Pour ce probléme, on peut noter gu'a priori, on wWa

aucune condition « au bord », c’est & dire a L'infini.

Cela pose une difficulté pour définir la notion de

solution. En faib, ainsi posé, il W'y a pas unicité de la
' %

solution, il faudra imposer un comportement « a
L'infini ».



11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :

—pw? —div(az )=3 dans R

2

ol w7 = ®° + ie avec £ > 0,

4 2.1 Lemme

3

solution §

/ Le probtéme ci~dessus adwmel une uhigque
| e H'(R?).

,
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Preuve : au (vrai) ktableau '

Remoarque : Une forme hermitienne est dite coercive ssi

|a(u, w)| > [|u]l® .



11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :

—pw? —div(az )=3 dans R

2

2= w? +ie avec £ > 0.

ow o

.o - ” - AT 2

4 2.1 Lemme

g

¢ Le probtéme ci~dessus adwmwel une u,v\i,que solukion

O, € .

Preuve : au (vrai) ktableau '

Remoarque 2 : Ici, la condition & linfini vient du fait que
la. solution doilt étre dans H!,
&



I11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :
—pw; —Aiv(eV )=g dans R’

2 — w? +ie avee € > 0.

ot W =

Ce erobtéme apparait en cherchant des solubions
karmomiques aw probi.éme d’évolution :

0% +n0; ~div (oY ) =f dans 120, R’
(dékails au (vral) tableauw)

Remarque :@ Le terme 70, correspond a uni lterme

dissipatif,
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2.2 Proposition (Amplitude Limite, version simple) |

11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :

—pw? —div(az )=3 dans R

2

2= w* +ie avec € > 0,

ow @

Ce probtéme apparait en cherchant des solutiowns
h&rmouiques aw Prabtéme d’évolution :

0 +n0; ~div(o¥ ) =§ dans 120, R?

La solukion tend vers R (e_ia)t ) qu,&s»\d > + .

e Ll s s o R e i S e el o e i Sen A Lo £ Jece ol o s e s A s - Aon Bi Lo _ba 43 e as o s g TS TR B = LR et o e Sga B Lo Sosea
= > N B oo olas ~ SR a be oAl . =~

Idée Preuve : au (vrai) tableau !




I11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :
—pw; —Aiv(eV )=g dans R’

2 — w? +ie avee € > 0.

ot W =

A p&r%@; -

On peut montrer gue la solution du Prabtéme avec
dLssLFvaﬁov\ & ul comportement asymptotique en e . Une
idée assez nabturelle serail alors de borner le domaine de
calculs suffisamment Loin avec par exemple une condition
de Dirichlet ou Neumann homogene (comme pour les



11, a)

En domaine ouvert

ot
b iagr

7
R S

Illustration a parte :

SR

e S

=,

0. =105 S @ A0 £ 058 104 0.1

Les effets du bords impactent énormément La solution !
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I11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :

a2 ~div(eV )=q dons R’

2 — w?+ie avee € > 0.

ot W =

Formulation équiv&i&h&a (F’b &ramsmissmm) :

—pa)g —Aiv (62 >=3 dans BQ(R)

oVi -v=0Vu_ -v sur SyR)

—pw? —dAiv (az )=O dans IRZ\BQ(R)

= sSur SQ(R)

11



I11. a) En domaine ouvert

Considérons le probléme Légérement modifié :

—pw; —Aiv(eV )=g dans R’

2 — w? +ie avee € > 0.

ot W =

Formulation équivalcam%@_ (pb %ramsmissmm) :

—pa)g —Aiv (62 >=S dans BQ(R)
oVi -v=0Vu_ -v sur SyR)

—,[)cog2 —div (ay )=O dans IRz\BQ(R)

— SUur SQ(R)

Etant donné sur So(R), L'objectif va étre de résoudre

exptw&émam% le probtémeﬁ exkériewr.

11



11. b) Le probléme extérieur

Focalisons nous sur le probi.éme exkérieur :

—pw?i —Aiv (02 )=O dawns [RZ\BQ(R)

— SUur SQ(R)

Far hvjpc)&hése, (p, 6) sonk cownstanks ek on peu& done
réécrire L'EDP ainsti

—pw; . —A =0 dans RA\ByR)
ot p = plo.

Pour résoudre cette EDP, l'idée est d'utiliser la séparation
de variables en coordonnées polaires.

(dékails au (vrai) tableauw)

12



—div(eV  )=0 dans RA\ByR)

sSur SQ(R)

(2.3 ‘Pragasi&mm (solution extérieur)

—r— R e o s v o e

| La solution a l'extérieur est donnée par la série :

(r, 0) = Z ( : ezmw)g H;i(r)

= R
! o H; est L uhique solubtion déeroissante de L'EDO

rzfj" + rv' + (rPw? — 4k27r2)fj =0 9Wr>R

! vérifiant HI(R) = 1 (fonction de Hanlel).

i - =% = =
~_ - a _ L G =~ o=~
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_Hankel

11. ¢) Formulation avec DEN

Revenons & notre formulation éguivalente :

—106082 —dLV (02 >=9 d&MS BQ(R)

oVi -v=0V. -v sur SyR)

| o= 3 () Ho

14



11. ¢) Formulation avec DEN

Revenons & notre formulation éguivalente :

| weo=Y
| k>0

En i jectant

oVi -v=0V. -v sur SyR)

—pa)gz —dAiv (02 )=9 dans BQ(R)

< ,ezinw)S(R)) HE)

, o déduit la formulation suivante

—dAiv (az ):3 dans By(R)

— 97%W ( |SO(R)> sur SQ(R)

ot L’opéra&eur T pv (Aik de Dirichlet To Neunmann) :

DtN ™ O-Z

k>0

< 2mk9) arH Ii ( },.)
O(R))
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11. ¢) Formulation avec DEN

Revenons & notre formulation éguivalente :

| —pol —div(cY ) =g dans ByR)

oVi -v=0V. -v sur SyR)

! (r O Z < ,e2i7tk9>s o )

k>0

En injectant  , on déduit la formulation suivante

—div <az )zg dans By(R)

.y=9§)tN< |SQ(R)> sur  $y(R)

oa L opéra&eur I pv (Aik de bl
DtN = 0-2 ( zmw) 0,Hi(r)
k>0 Sy(R)

14



11. ¢) Formulation avec DEN

On a ainsi une formulation en domoaine borné :

—div (ay )zg dans By(R)

.y=9§)tN< |SO(R>> sur  $y(R)

P s s - ol Nty A e i S e S D T T a = oyl Ty P (e i

“_ 2 4- ?roposn&ot«

. Le. probteme mwciessu,s adme& uhe uhique som&mm ‘
€ H (Bo(R)) ‘

g

poama PRD T A <l GO Sl O s o e Y Agn Do Lot =l e o A e VR DTS = S Y eSO e e TSRS

Preuve : mret&e par équiv&i&h@&.
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Au programme...

Plawn :
I. Inkroduction

11. Le Probtéme avecr absorp&om

a) En domaine ocuvert
bY Le probiéme extérieur

¢) Formulation avec DEN

111, Principe d’absc:-rp&om Limike
a) Le prabi.éme Limite

b) Le probléme approche
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111, o) Le probléme Llimite

Revenons a nokre probtéme nikiale :
—pw’ —div (az )=9 dans R?

Une idée wnabturelle pour conskruire une solubtion estk alors
de passer & Lla Limike qu&hd c— 0 dans le Prmbté’ime :

| —,06082 —div (02 >=3 dans BQ(R)

D 57§%N< |SO<R>> sur  Sy(R)
Formellement, on obtient le probléeme Limite :

| —pw? —div (02 >=g dans BQ(R)

cVu -v=9 pn < |SO(R)> sur SQ(R)

17



I111. o) Le

Considérons le probi.é‘tme Limmike :

—pw? —div (62 >=3 dans BQ(R)

oV ‘v.=9 pn ( |SO(R)> sur SQ(R)

Qem&rqu&s ¢
D Le Prabtéme ci~dessus nesk pos éqm&v&i&h& a L'EDP
—pw?* —Aiv (02 )=S dawns R

En effel, on impose un comportement & Linfini
avec L opéra&ur DEN.

probléme Limite

(94



111, o) Le probléme Llimite

Considérons le probléwe Limike :
P

—pw? —div (02 >=3 dans BQ(R)

oV ‘v.=9 pn ( |SO(R)> sur SQ(R)

Qemarques ¢
d Le Prabtéme ci~dessus wesk pas équ&v&h&m& a LED?P :
—pw?* —Aiv (02 )=3 dawns R

En effel, on impose un comportement & Linfini
avec L opéra&ur DEN.

@ On notera que dans L’opéra&eur DEN, les fownctions HY
sonk remPLaaés par leurs limites H.
1%



111. a) Le probléme Llimite

Considérons le Prabi.é‘tme Limmike :

—pw? —div (az >=3 dans BQ(R)

O'z Sl thN( |SO(R)> sSur SQ(R)

. 3.1 Théoréme (?ramapa absor[;a&iom Limike, admis)

— — — 3 Qo —

{ On a les résulkats suivant :

, 3 — . dawns HI(BQ(R))

% ) est solubtion du F?rcrbi.éme Limite ci-dessus

D il existe une uMLqu,@. solubion auw probtéme Limmike

O DT I SIS B GO T e Y T e el o — SRR e 2 MO s o et Agn i Lo b e JeG oyl A S RS O s peeces e VR PG B et £ e TRETRIET D
= 3 po SIS < e
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111, o) Le probléme Llimite

Considérons le probtéme Limmike

—pa)2 —div(az >=3 dans BQ(R)

O'z ] thN < |SO(R)> SUy SQ(R)

ﬁamarqu@. :

La solution athst construite tarres[acmd a la solution
physique car elle est Llimite (harmonique) quand
L’abswrp&c»m tend vers 0 du prabtéme en temps bien !m-sé :

0200 +nd, —cie.,v(ay >=§ dans 1>0, R2

20



I11. o) Le probléeme Limite

Considérons le Probi.é‘tme Linvmike

—pw? —div <62 )=3 dans BQ(R)

ovVu U= ‘O7DtN < |S (R)> sur SO(R)

3 2 Theor@.ma (Ampt&ud& i.:,m:,%a, admus)

Cona: lim 19— R (@) =0

A
2 ST ol

f?;appei. : est soluktion de :
pd2u—div(cVe) =§ dans >0, R

21



111, b) Le rabtéme ap TOChé

Considérons le Probi.é‘tme Limmike

—pw? —div <62 >=3 dans BQ(R)

_ 3.3 ?’roposi&om (admis)

. Le comportement r — + 00 du DEN est :

E7DtN< |SO(R)> ~ oW

i O O 2O e W TET fon 8o Lia iy LN S el IR R il (F A0 a2 2 e Ash A Lo oo

L2



111, b) Le rQbLéMQ ap TOChé

Considérons le Prabi.é‘tme Limmike :

—pw? —div (az >=3 dans BQ(R)

0’2 e thN < |SQ(R)> sur SQ(R)

‘ 3.3 Proposition (admis)

. Le comportement r — + 00 du DN est :

PSS I 2> < FW Tl : foe g Ca o KT e s 2 o =2 oo (R et i Ach B Lo b2 ger g 2T S0 S TR 57 e e es Mg Do Lo b R et O s e VRSN

Remarque : On retrouve ici la condition de Sommerfeld
permettant de consbkruire la solution dite sortawntke
(physique) du probléme ci-dessus.

22


https://fr.wikipedia.org/wiki/Condition_de_rayonnement_de_Sommerfeld

111, b) Le probléme approché

Considérons le prabi&m«a approahé :

—pa)2 —dw(ay >=3 dans BQ(R)

oV . v=low sur SQ(R)

Remarque : Pour borner le domaine de calcul, on peul,
v . o f o
comme en regime temporel, utiliser les PML.

R3S



111, b) Le probléme approché

Considérons le prabtéma apprc:»t:hé :

—pw?  —dAiv (az >=3 dans By(R)

oV . ‘v=liow sur SQ(R)

P om0V s A Ot B e — R = a8 o e L o e e a0 e e o o e

i 3.4 ?ragosiﬁoﬁm

!

. Le probtéme ci~-dessus admel au plus une solubtion.,

‘ e o m YOS W ILY = ilr sd g 2 s e SEX B el i Ao B0 Lo foda g g as o g 12 10 s g Ach Bé. Lo b 13 ez o s T VR BTN 2= 08 Y e o TR TR
=~ . _ . o S =~ 5 _ o - N =~

Idée preuve : au (vrai) tableau !

Remarque : Pour borner le domaine de calcul, on peul,
v . o f o
comme el régime &em[zxoret, ukiliser les PML.

R3S



111, b) Le probléme approché

Considérons le prabtéma apprc:»t:hé :

—,oa)2 —div (02 >=3 dans BQ(R)

oV . ‘v=liow sur SQ(R)

Pour monkrer de plus qu'il existe une solution, il fauk
utiliser l'alkternative de Fredholm :

; 3 5 Tharoama (A&arma%gve cia !-wmcikatm, admus) ~,

SOLE ”u,br\ OQraEeu,r »' ﬁOmF’Q@& de H 'dams‘tuwmeme;
| Vopérateur 14T est surjeckf sst il est injectf. '

i

o

=

Remarque : Ce théoredme est L’équavatesr\& en dimension

infinie du théoréme du raig pour les makrices,
R4


https://fr.wikipedia.org/wiki/Alternative_de_Fredholm

111, b) Le ‘l’ObLéMQ ap TOChé

Considérons le probtéme apprm:hé :

—,oa)2 —div (02 >=3 dans BQ(R)

oV . ‘v=liow sur SQ(R)

— o g = foi A e o oo o o a2 o e o e o 2 e P o mer PP N —a e & o 2o oo o —

3 6 “T“ keareme

f Le probi&me amwo«cke cwciessuas admel uhe uhique :
| solution € H (BO(R)) |

Idée Preuve : au {(vrai) &abt&au !

RE



111, b) Le probléme approché

Illustration probleme approché (interférence) :

<
<
S
s
=
v
bl



Plan dékaillé du cours 3

I. Inkroduction

11 Le probtéme avece absarp&&on

a) En domaine ouvert
b) Le probléme extérieur

¢) Formulakion aveec DEN

111, Principe d’&bsarp&om Limike
a) Le probté’ime Limite

b) Le probléme approché

R7



Pour aller un peu plus loin...

En régime harmonique, borner artificiellement le domaine

est essentiel. Cela permet d'analyser la formulation d'une
y ‘ e 7

part, et de résoudre numériquement d’aukre part.

L./ appro&he cownsiske A résoudre anatvﬁiquemenﬁ dans le
domaine extérieur, puls déduire une formulabtion en
domaine borné & Laide de L’oyéra&eur DEN.

Une aulre approche, nown abordé ici, eskt Ll'ubkilisakion
d’équation intégrale qui repose sur la construction de la
fonction de Green,

RE


https://en.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9%E2%80%93Steklov_operator
https://www.ljll.math.upmc.fr/MathModel/enseignement/polycopies/patrick-joly-chp1.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_Green

