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I. Inkroduckion

De nombreux phénomenes de prapagﬁ&icm d’ondes sont
modélisés dans des domaines dit non bornés,
En géopkjsique ¢

Pour eltudier localement la Frap&ga&iom d’'un séisme ou

our de la prospeckion, o ne posera pas le problémwe sur
p de L prosp Eion, p p L p bie
la Terre entiere.

Sol

Bords artificiels

La Terre



I. Inkroduckion

De wnombreux Phévxoméue_s de Propaga&ou d'ondes sonk
modélisés dans des domaines Ail nown bornés,

B OND ¢

La taille des défaubs ékank petite devant la taille de la
picce A& inspecter, on s’intéresse généralement aux
interactions locales entre L'onde et le défaut.

Lssure

Bords artificiels -
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I. Inkroduckion

De wnombreux Phévxoméue_s de Propaga&ou d'ondes sonk
modélisés dans des domaines Ail nown bornés,

Probléme : Comment modéliser un miliew nfint ?

Les conditions aux Llimites classiques (Dirichlet /
Neumaihin) ne modélisent pas un miliew ouvert !

Dirichlet homoqgene Neumanin homoqgéne



I. Inkroduckion

De wnombreux Phévxoméue_s de propaga&ou d'ondes sonk
modélisés dans des domaines dil non bornés,

Probléme : Comment modéliser un miliew infint ?

Les conditions aux Llimites classiques (Dirichlet /
Neumaihin) ne modélisent pas un miliew ouvert !

Ob jectif :

Cownskruire des condibions aux Llimikes « wmimank » un
domaine infint.
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Plawn :
I. Inkroduction
11. Les PML (‘Perfet&bj Mabkched Lajers)

a) Construction en 1D

bY PML cartésiennes en 2D

I11. Les CLA (Condikions aux limites Absorbantes)



I11. a) Les PML en 1D

Pour commencer, considérons le probléeme de
Eransmission suivant :

—div(e*V ) =0, x>0 ,‘ ‘, _s 3

0
Pl
|l

+ avec = WY Tp T S \/pilai.



11 o) Les PML en 1D b R

Pour commencer, considérons le probleme de
Eransmission suivank : |

(o ; (ph. o)

wot—ik™ + +, _+
o, = 4 aves = WY Tp T S \/p"/a—.



11 o) Les PML en 1D b gk

Pour commencer, considérons le probleme de

Fransmission sutvant :

(p~,07) ; (ph. o)

/ 5 + +, _+
o, = 4 aves Ge , k— =@ \/p—/a—.

) pkvari kTol E Db

K

g - e T A A . _ ~.> 0 e e
e R aal o Gkl ax Ao B B = S e R
- O s - 5 _ly B - . e =T

Gt 2 oA s Ol Lo S Lo o=

— e
ko~ + kTot ko~ + ktot

Preuve : au (vrai) tableaw ! m




11. o) Les PML en 1D

Exemples prabtéme de transmission (harmonigue) :

(0 . 0.) (L (@ ,0)= (11
(p™,07) =(22) (p™, 0") =(3,1/4)

proiu —div(e*V. ) =0, x>0 on
(0o ol

(p*,0")

(e, o) — (1,1
(p™, 07) =(3,1/3)
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11. o) Les PML en 1D
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11, &) Les PML en 1‘D .

2 2 Lorotiawa

va a uhe %mmsm:,ssmm Fmrafm&e: sst R = o, ¢’est & dire :

! kioh=ka " pol=00

SV ST A o o D T BT A WO LA B D iy > Lo besha g —o e o D ) g SPGB D e e s L g posaa PGS T BT Py e g VIR DR R U e e e B Yap s
Eada i = - S e = d - it R N it = A DN b}, Tl DRk -
e~ 2 _ . o L ~ L= 3 _ o N <. o=

On peut interpréter la transmission parfaite comme un
changement de variable dans la partie x > © :

x = ax) ot ax)=Lx avece L=—=—

(détkails au (vrail) tableaw)



gl

11, &) Les PML en 1Dl el e

‘/ 2 2 Lorottawé

 On a uhe %mmsmussmm ar m%@. sst R = 0, c’eskt a dire :
F’ )

y kioc"=kio " poi=agc

== P T e AR A T = — e - i - et et - =T - - Ca “Ta = = =2 =X =
® - _ 5 L \ L~ - _ . - v _ . == o =~ . . A — =~ =~ ) _ == = o=~

On peut interpréter la transmission parfaite comme un
changement de variable dans la partie x > © :
. P
x = ax) ot alx)=Lx avec L=—=—
P O
Dans L'autre sens, a partir d'un changement de variable,
on peut déduire un milieu avec transmission parfaite !

o
t=Lp~ ek ot =—
oL ’



I11. o) Les PML en 1D

Reprenons notre prabtéme de Eransmission

J

(p*, 0")

| pt2 —div (ot¥. ) =0, x>0

. _. L . . B . _- +
g ela)t Ik~ x s Qaza)tﬂk % ek e T@la)t k™ x

10



I11. o) Les PML en 1D

Reprenons notre probiéma de Eransmission

(p~,07) » (0", 07

L propu—div(c*Vu) =0, x>0

i x= ©
60U =00, x= O
ou u- = “t avec :
L eia)t—ik_x} i Qaiwﬁik‘x ek £ 1 eia)t—ik+x

idée @ Considérons le changement de variable &ompt&xe ¢
x = ax) ot ax)=Lx, L=(u—ie), e>0
alors sera éﬁxpamqm&mu@;memﬁ déeroissante !

] 4 [ ] [ ] —_— 0
L'idée est alors de choisir : pt=Lp~ eb ot i

10



11, a) Les PML en 1D

Exempi.es prabteme cie. %ramsmussmm (karmov\uqu@.)

)
7 x=
c o =00, X

(p,07)=(L1

e b= ]
(p™,07) =(L,1/L)

o —div (6*V ) = +x > 0

(homa

W= 5520

(p*,0")

11
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I11. a) Les PML en 1D

Pour borner artificiellement le domaine de caleculs, L'idée
est alors d'encadrer ce derhier par des couches dites PML
(‘P@.rﬂfecﬂj Matched Lajers) ;

(Lp, o/L) (p, 0) (Lp, o/L)

ML ML

bomam Frh'js&qu,e

Ces couches winduisenk aucune réflexion ek rendent lLa
solution décroissante.

Remarque : La solution é&tant exponentiellement
décroissante dans la PML, on pourra la tronquer d une
distance finie. 12



I11. a) Les PML en 1D

Comment choisir le paraméﬁra L @

Comme nous L'avons vu, pour un parametre L =y — ie fixe,
Lla déeroissance dans la eouche est lente pour @ peﬁ&

oy iwt—iktux

w=7r/2, L=1-1

162
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I11. a) Les PML en 1D

Comme nous L'avons vu, pour un parametre L =y — ie fixe,
Lla déeroissance dans la eouche est lente pour @ FQEE,E

— T plwt—ik"px o el /p_/O'_

Lidée est alors de choisir le paramétre
£ dépemdan& de Lla fréquevxﬁe .

-15
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 0.75 1.00

w=r/2, L=1-—1

1
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

w=nrl2, L=1-10i/w 12



I11. o) Les PML en 1D

Cownsbruction de La PML pour x > O :

por—Aiv (eVi) =0

¥ —w’p —div (0'2 )=O
TF (0, « iw)
Pour les x>0, pour former le milicu PML, on remploace
(p, 0) par : .
E 0] Lo

pr=L@p=ppu—ip— ek 6*=— =-
0) L(w) lwou + €

avec L(w) =y — ielw.

En appliquant la TF inverse, on déduit alors pour x > O :
O (pt (%) — Aiv ((6*(O* Vi) =0

ou * est le Produi& de convolubtion en temps.

14-



I11. a) Les PML en 1D

Consktruction de La PML pour x > O :
Dans le miliew PML (x » ©), ol a downe :
dptyx ) —div (6" (0*Y )) =0
Pour éviter le calcul du produit de convolution (brés
coubeux), on remarque gue !

(pHy*w) = F! <(,0ﬂ—l)0i) > = puu—F & <ipi )
Q) @

lidée (géniale) est alors de poser une variable auxiliaire
€

= [—u. Alns,, ol a
)

(pT(O*w) = pu u—p
D@ ivvtei=0 o 0v+ew=0
13



I11. o) Les PML en 1D

Cownsbruction de La PML pour x > O :

Dans le miliew PML (x » ©), ol a downe :

dptyx ) —div (6" (0*Y )) =0

e ) + ~ o —1 iwo
De méme, o a pour le second berme : (cT(O)* )=F sog
iop + €

LD

On inkroduit une seconde variable auxiliaire = -
lwou + €

pour déduire : @ GT0O* )=o0

D (iou+e

WL, <> Uopotews =0,

16



I11. o) Les PML en 1D

Construction de la ML pour x > O :
Dans le miliew PML (x » ©), ol a downe :

dptyx ) —div (6" (0*Y )) =0

e ) + ~ o —1 iwo
De méme, o a pour le second berme : (cT(O)* )=F sog
iop + €

LD

On inkroduit une seconde variable auxiliaire = -
lwou + €

pour déduire : @ GT0O* )=o0

D (iou+e

WL, <> Uopotews =0,

%

Remarque : On peut considérer (cT(H)*.) a la place de
(6t ()*Vu) car (u, &) ne déyemd&m& pas de x dans la PML. 14



I11. a) Les PML en 1D

Comnstruction de la PML pour x > O :
Dans le miliew PML (x » ©), ol a downe :
dptyx ) —div (6" (0*Y )) =0
qui se réécrit grace A laide d'une variable auxiliaire :

Wom (Ey >_cu,v (E v > £y
! H

, 0, +£( +p)=0 (détails au (vrai) tableaw)

17



I11. a) Les PML en 1D

Construction de La PML pour x > O :
Dans le miliew PML (x » ©), ol a downe :
Gu(p*(* ) —div (6" ()*Y )) =

qui se réécrit grice A laide d'une variable auxiliaire :

Wom (Ey >_cu,v (E v > £y
! H

, 0p+—(+1)=0 (détails au (vrai) tableaw)

f?;@.marqua : Suivant la méme démarche, on peut également
considérer un parametre L(w, x) depemd&n& de la variable

d’espace x. 17



I11. o) Les PML en 1D

Comnstruction de la PML pour x > O :
Dans le miliew PML (x » ©), ol a downe :
dptyx ) —div (6" (0*Y )) =0
qui se réécrit grace A laide d'une variable auxiliaire :

Wom (Ey >_cu,v (E v > £y
! H

, 0, +£( +p)=0 (détails au (vrai) tableaw)

Remarque 2 : On peut « symélriser » la formulation en
prenant le gradient de la seconde équation,

17



Illuskrabion des PML :

© -1.00 -0.75 -050 -0.25 0.00 025 050 075 1.00

L=1-10:

W4 2oy

I11. a) Les PML en 1D

(94



I11. a) Les PML en 1D

Illuskrabion des PML :

W4 2oy

© -1.00 -0.75 -050 -0.25 0.00 025 050 075 1.00

L=1-10: L=—o=20

Remarque : La Aiscrétisation rend La PML wnomn

parfaitement adaptée. Mais La réflexion est trés petite.
1%



I11. a) Les PML en 1D

Illuskrabion des PML :

W4 2MoYy

© -1.00 -0.75 -050 -0.25 0.00 025 050 075 1.00

L=1-10: L=—o=20

Remarque 2 : Premdre des parametres plus fort nécessite

de discrétiser plus finement.
1%



11. b) PML cartésienne en 2D

Considérons le probléme posé cette fois dans R? :

por—Aiv (AV ) =0

ou A=

d; dj

_a3 az_

eskt une makrice s‘ci..p.

19



11. b) PML cartésienne en 2D

Considérons le probléme posé cette fois dans R? :

por—Aiv (AV ) =0

ou A=

d; dj

_a3 az_

eskt une makrice s‘ci..p.

Comme précédemment, on applique une TF (en temps) :

—pa? =0, (a0, ) — 0, (a3ay ) — 3, (@0,02) — o, <a28y ) = 0



11. b) PML cartésienne en 2D

Considérons le probléme posé cette fois dans R? :

d; dj

poi—Aiv(AV )=0 ot A= est une matrice s.d.p.
f il

Comme précédemment, on applique une TF (en temps) :

—pa? =0, (a0, ) — 0, (a3ay ) — 3, (@0,02) — o, <a28y ) = 0

L'idée estk alors 4’ apptiquer un changement de variable
dans les deux directions x ek y :

~plL L ~div (BY: ) =0
_alLy/ L. a,

N
e ay a,L. /L,

(dékails au (vrai) tableaw) ’: 19



11. b) PML cartésienne en 2D

En appliquant La TF tnverse, on obtient ainst :
pRF L, ) - Aiv (97-1@ \ )) o 1

o [ ] [ ] f }’ T
En choistssant comme preced&mmemﬁ P Li=p, —ielw, i€ {x,y)

on devra inbroduire des variables auxiliaires pour
climiner les convolukbions en Eemps«

20



11. b) PML cartésienne en 2D

En appliquant La TF tnverse, on obtient ainst :

p— div (Pf—l(éy )) iy

’ . _» v v A
En chotsissant comme preced&mme%& P Li=p, —ielw, i€ {x,y)

on devra inkroduire des variables auxiliaires pour
climiner les convolubions en Eem[os«

Pour le premier termie, ol aura
2 &y s o ) ;
—w° | g= el = —oppn + oy tepla + e,

d'ot 1 GFLLD) = upu0ie + (e, + Eu)00 + ()

20



11. b) PML cartésienne en 2D

En appliquant La TF tnverse, on obtient ainst :
pRF L, ) — div (9‘7‘1(@2 )) A

Pour le deuxieme bterme, o aura :

. il 00 sa.d
Pud Lisy 3
a; 0 a,L./L, 0,

X

D'une part, on pose :
Wy, — 1€
y D

y ;
= < lo(p,0—pe ) + €00 —
WU, — i€,

© Opou—puw)+edu—ew =0

21



11. b) PML cartésienne en 2D

En appliquant La TF tnverse, on obtient ainst :
pRF L, ) — div (9‘7‘1(32 )) A

Pour le deuxieme bterme, o aura :

Ll 0 ad

BV =
a,L./L, 0,

ds ax

D'une part, on pose :
Wy, — 1€
y i

y ;
= < lo(p,0—pe ) + €00 —
WU, — i€,

© Opou—puw)+edu—ew =0

Remarqgue : Ici, on ne peut plus éviter la dérivée 0, car L,

ek Ly varient (au coins). 91



11. b) PML cartésienne en 2D

En appliquant La TF tnverse, on obtient ainst :

prF AL, ) - div (FTIBY ) =0

Pour le deuxieme bterme, o aura :

a0 o dl

BV =
a,L./L, 0,

ds ax

D'une part, on pose : 9(ud, —p, ) +e0, —¢
De méme, on aura @ 0(ud, —pu ) +€0, —¢,
d'ot on déduit :

0 a3] 0,
a; 0

v = [3 11

R2



11. b) PML cartésienne en 2D

En appliquant La TF tnverse, on obtient ainst :
pRF L, ) — div (97—1(@2 )) A

Pour le , O aura

a0 o dl
a; 0 a,L./L, 0,

X

BV =

E
D'une part, on pose : 9, +ed, —(u,d, — ) =0

Hx
5 E
De méme, on aura @ 9 +ed ——(ud, — 1 ) =0
Hx
d'od on déduit :
L e o alluy/:ux ds ax al/:ux 0
i oul ™ 0 40
ds ar i/, y Yy

R3S



11. b) PML cartésienne en 2D

Finalewent, le swsEé‘:me & résoudre esk le sulvant :

| p(,ux,uy()tzt + (g4, + &, )00 + (€6 )U) — div (Az )) + div

1 E
L Jp +e o, ——’“(,,tyax —p )=0

Hy
8)’
dp +edu——(udm~p )=0
Hy
. & al:uy/ My ds
ou A=
613 aZIMx/ :My

al/lux
a,/

24



11. b) PML cartésienne en 2D

Finalement, le sstéme & résoudre esk le sulvant :

_allﬂx
/WMM%'*@M+%MM+Q¥Q)—dWQQZ»+&W’am =0
| 250y

1 E
O +e,0, ——(ud, — 1 ) =0

: g
8)’
dp +edpu——(udu—p)=0
U

Remarque : La discrétisation (stable) d'un tel systeme
West pas évidente, cf article.

24


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01865484/file/pml.pdf
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01865484/file/pml.pdf

11. b) PML cartésienne en 2D

Finalement, le sstéme & résoudre esk le sulvant :

_allﬂx
(0 + (e + )0, + (6) ) —Aiv (AV ) +dAiv i =0
| b
‘ £ = -
O +e,0, ——(ud, — 1 ) =0
| Hy
8y
o +&0, 1 ——(u 0, —p ) =0
o

Remarque : La discrétisation (stable) d'un tel systeme
West pas évidente, cf article.

Remarque 2 : Par ailleurs, en 3D, il est wnécessaire
d'inkroduire 4 variables auxiliaires, ek nown 3. 24
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I;I; b) ?’ML Car%es;enn@. en Zﬁ

."Ltius%ra&mm cie.s ‘PML 2D :

L—L —1—20

(11=a2=1.0, a3:O

RE



I;I; b) ?’ML Car%es;enn@. en Zﬁ

."Ltius%ra&mm cie.s ‘PML 2D :

L—L —1—20

(11=a2=1.0, a3:O

RE



I;I b) ‘PML &ar&esmmme e Z‘D

ILLMSE!‘Q&QM cles ?ML 2D

L,=L,=1-20i Lo=L,=1-20i
a1=a2=1.0, Cl3=0 Cl1=az=1.0, a3=0

Remarque : Il est facile de généraliser la méthode pour

résoudre des probtémes dans un c&emiwespaaeq
25



I;I b) ?ML &ar&esmmme en Z‘b

Ii.i.us%r&hom cies ?ML 2D

Lo=L,=1-20i

a, =a, = 1.0,

Remarque 2 : Dans le cas de milieu aniso&rope, les PML ne

fonctionne plus ; <



I;I b) ?ML &ar&esmmme en Z‘b

Ii.i.us%r&hom cies ?ML 2D

Lo=L,=1-20i

a, =a, = 1.0,

Remarque 2 : Dans le cas de milieu aniso&rope, les PML ne

fonctionne plus ; <



11. b) PML cartésienne en 2D f % f

A par&@. sur la Lot de Snell-Descartes :

Considérons le probtéme de Eransmission suivank :

ek — Telo—ik ¥

R7


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_de_Snell-Descartes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_de_Snell-Descartes

11. b) PML carbtésienne en 2D sy

A parte sur la Lol de Shell-Descarbes :

Considérons le probleme de transmission suivant :

ot u- = 4 avec :
S < T | o
— plot ik gc} ki Qela)tﬂl_c X ok — Telot k" x

Les conditions de Eransmission E,mpose une relabion enkre
les vecteurs d'ondes quet corresgamd a la Lot de S.D. !

(Exerice pour vous S

R7


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_de_Snell-Descartes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_de_Snell-Descartes

11. b) PML carbtésienne en 2D sy

A parte sur la Lot de Snell-Descartes e
Considérons le probleme de transmission suivant :

ou = + avec

S . T - g
— plot ik gc} ki Qela)tﬂk X o — Tel®! k" x

Les condiltions de Eransmission impose uhe relation entre
les vecteurs d’ondes qui corresgamd a la Lot de S.D. !

Remarque : St le milieu de droite est un miliew PML, alors
quelgue soit L'onde incidente, le coefficient de reflexion
R sera nul ! (Exercice) 57
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Au programme...

Plawn :
I. Inkroduction

11, Les PML (Perfectly Matched Layers)

a) Cownstruction en 1D

bY PML cartésiennes en 2D

111, Les CLA (Condikions aux limites Absorbantes)

RE



111 Les CLA % o

L.ov\s;cie.rons le probteme de demwaspaae sulvank :

 poro—div(eVi)=0, x>0, yeR

; X=2 O

ot (p,0) sont supposés conskanks.

3 1 ‘Progos&mm (acimns)

| La solubion de ce prebt&ma es& ciowf\ee par :

1 r OO +OO ) 2—652

= . F(F (p)e ™ & TV dE ' dw
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111, Les CLA ol

Revenons auw probtéme de Fransmission

ot (pT,0") sont su.[vposés constants,

On peut reformuler ce probléme uniquement dans le demi
espace gauche en ubilisant la solubkion sur x>0

"~ S osee Apo?-o .
3 FF (a-| 5 )e e el dE e dw
T

_1 o0 + 00 . .
= —J J F(F ( |x=0)i\/p+a)2 — 0t EZe™V dE ' dw
) = 20




111, Les CLA

Revenons aw prabtém«a de EFransmission

ot (pT,0") sont su[opc;sés constanks,

Reformuation :

|x=()) =0 xX= O

ot Lopérateur I est définie par :

1 r OO0 r 400

T(p) = — FAF 0 | )iy pHe? — e dE ¢ do

ATE

u_wu_oo
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Revenons aw pmbté.m«a de Fransmission

ot (pT,0") sont su,[oposés constanks,

Reformuation :
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111, Les CLA .

Revenons aw prabtém«a de EFransmission

ot (pT,0") sont su[opc;sés constanks,
Reformuation :

o~V )=(), x < 0

| o) =0 x= O (Condition %mmspamm&a)

ot Lopérateur I est définie par :
1 rOO 100

T () = o FAF 0 | )iy pHe? — e dE ¢ do
Jor 31




111, Les CLA

Nous avons done le erobté‘tme dans un demi espace :

e’ d€ e dw

idée des CLA : A[oprm‘:ker o par un OPér&&eur « local »

Pour o grand, on peu,& noter que : \/ p o —o't’ \/,_0:0)
d’'ot on déduik L’approxima&om simple :

1 o0 +00 : .
T (p) = 2—71_J' J' gt(gy( Ix:O)\/pJ“ia)e’fydi e do = \/p+at |x:0
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Pour reformuler un probtéme en domaine ouvert :
f po- —Aiv (02 ) =0

L'itdée est alors d’meose les CLA sur les
bords artificiels.

Probléme aveec CLA :

| ptu—div (cVRYT0  dagiig et

| odutdu =0 sur 0Q

111, Les CLA
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111, Les CLA

Pour reformuler un probtéme en domaine ouvert :
i poZ  —Aiv (02 ) =0

L'itdée est alors d’impose les CLA sur les
bords artificiels.

Probléme aveec CLA :

| p2u—div (cVE)=0  dasia e

| odutdu =0 sur 0Q

Remarque : A laide du théoréme de Hille-Yosida, on peut

montrer que le probtéme avee CLA eskt blen Fwsé
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III Les L..LA

Ilius%raham cie.s (..LA d’ orclr@. 1

e o ——E A

Remargue : On Peu& conskruire des CLA d’ordre plus elevé
a Laide du meilleure approximaﬁon de la racine.
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qus%raham des (,.LA ci’ c:)'rclré. 1 vs ?’ML
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Remarque : Généralement, les PML donnent de meilleurs

résulbats que les CLA. Cependant, les CLA ont Lavantage

de se généraliser au cas de milieu anisotrope ' 38
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qus%raham des (,.LA ci’ c:)'rclré. 1 vs ?’ML

— R p—
g TP — o
i e e S — e

Remarque : Généralement, les PML donnent de meilleurs

résulbats que les CLA. Cependant, les CLA ont Lavantage

de se généraliser au cas de milieu anisotrope ' 38



Plan dékaillé du cours 3

I. Inkroduction

11. Les PML (‘Perfe&&bj Mabkched Lajers)

a) Construction en 1D

bY PML cartésiennes en 2D

I11. Les CLA (Condikions aux limites Absorbantes)
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Pour aller un peu plus loin...

De par leur efficacite, les PML sont devenus une techinique
standard pour borner le domaine de calculs. Cependant,
comme les CLA, cette méthode est Limitée & des milieux
extérieurs homoqgines.

Pour des milieux extérieurs hétérogénes périodiques, on
v = ‘ v :

peut &galement construire des méthodes pour borner le

domaine de calculs (voir ici ou La).

Enfin, soulignons que les milieux anisolropes apparaissent
lorsqu’on s’intéresse & la propagation d'ondes dans des
matériaux composites (homogénéisés) qu'on retrouve dans
de nombreuses applications. Pour ces milieux, il existe des
méthodes similaires aux PML comme les couches SMAKT.
Cependant, on perd le coté parfaitement adapte !
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