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I. Inkroduckion

Dans L'épisode précédent, hous avons étudié les 0-schémas
pour diseretiser L équ&&wm des ondes :

g 2 A + KO +1-200 40 ) = M§

AF

Dans le cas par&i&uii&r 0=0, on a alors

— Jun - - APMTIK o+ AES



I. Inkroduckion

Dans L'épisode précédent, hous avons étudié les 0-schémas
pour discretiser L'équ&%éom des ondes :

— 2w +
M + K@  +(1-20) +0 )

AF

|l
=
-

Dans le cas par&iauti&r 0=0, on a alors

e un = AEZ- +A&2f"

On o donc & chaque ikération en temps un systeme
Llinéaire & résoudre.

Dans le cas d'une discrékisation DFE en espace, ol a vu
que Lla wmatrice M est diagonale, ce qui simplifie
nettement Lla mise en oceuvre,



I. Inkroduckion

Dans L'épisode précédent, hous avons étudié les 0-schémas
pour discretiser L'équ&%éom des ondes :

M + K(fur+(1 - 20)wtdur ) = M%

Dans le cas par&auti&r 0=0, on a alors

e un = A&Z- +A&2f"

Ol a downe a ah&qu@. tkérakion en %emps win svs&éma
linéaire & résoudre,

Ob jectifs :

% | Eviker la résolution du svs&éme Linéaire en rendant la
matbrice M diaqgonale (discretisation £F),

B Comwmsbruire des schémas d'ordre élevé en temps.



Au programme...

Plawn :
I. Inkroduction
1I. Condensation de masse

a) Le cas 1D et les quadrangles

b) Le cas des maillages trianqulaires

111, Schémas d’ordre élevé en tenps
a) Uéquation modifice

by ?roprié&és des schémas



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Rappel (discretisation EF):

Dans le cas 1D, la matrice de masse M est définie ainsi

K

ot sur chaque segment K, on utilise

une formule de quadrature.

Elements P



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Rappel (discretisation =%

Dans le cas 1D, la makrice de masse M est définie ainsi

Nq
Mij = <(pj9 C”i> = Z Z CUJ(QK)%(QK) CUIK

K e

ou sur chaque segment K, on utilise

une formule de quadrature.

Elements P,

Remarque : Pour des éléments de Lagrange P, on deduit
que la matrice est tridiagonale.



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Rappel (discretisation EF):

Dans le cas 17T, i.a matrice de masse M est définie ainst

M;; = ((ﬂ] %) 2 Z P{EHol&)) of

Koal=1

ot sur chaque segment K, on utilise

une formule de quadrature.

Elements P

e e e = B PR 2 2

2 1 Lemma (ac:&.m;s, preu,va c&ureﬁ%e)

f» La mo&mae Wi e.s& dmgcwhai.e si les Fc:;m&s cie. qu.adr&&ure $
{ sont choisis t.q. qal(fK) =0;j ou [ est l'indice global du .'
f noeuds de quadra&ure 51 : \‘



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Rappel (discretisation EF):

Dans le cas 17T, i.a matrice de masse M est définie ainst

M;; = ((ﬂ] %) 2 Z P{EHol&)) of

Koal=1

ot sur chaque segment K, on utilise

une formule de quadrature.

Elements P

e e e = B PR 2 2

2 1 Lemma (ac:&.m;s, preu,va c&ureﬁ%e)

La mo&mae M e.s& dmgcwhai.e st les Fc:;m&s cie. qu.adr&&ure $
| somt choisis t.q. (&) = 6,7 ot | est l'indice global du i
f noeuds de quadra&ure 51 \‘

_posna SIS WO ,,, S _._, T . Aaht s =

fé@marqua @ E Pk = w-l Pmm&s F‘ar etemem&s



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Exemples :
Considérons un élément de référence K = [0,1].

VN

Nq
M; = (C”ja ¢i>K = Z C”j(fz)%(fz) W
=l

@ Pour des éléements P, les nhoeuds

de qu&dr&&ure sont alors : §5=0 et & =1



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Exemptes /
Considérons un élément de référence K = [0,1].

VN

Nq
M; = (C”ja §0i>K = Z C”j(fz)%(fz) W
=l

@ ‘Pour des étéan&s [FDI; L@.S V\Oﬁuds ' ST B AR L. RN

de qu&dr&&ure sont alors : §5=0 et & =1

@ Pour des éléments P,, les noeuds

de quacira&ur@. sownk alors :
5():0, 51:1/2 @.& 52:1




11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Exempiﬁs :
Considérons un élément de référence K = [0,1].

VN

Nq
M; = <€0ja C”i)Ki! z C”j(fz)%(fz) W
=l

@ Pour des élémenks P, les hoeuds ' e, S

de guadrature sont alors : §;=0 et & =1

@ Pour des éléments P,, les noeuds

de quadra&ure sownk alors :
5():0, 5121/2 Q& 5221

'

Les formules de quadrature ne peuvent plus étre exactes !



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Comsidérons un élément de référence K = [0,1].
;= (0p01) =D 0&0 &) o
=1

St p€ P, alors Lla formule de | \
quadrature devrait étre exacte sur Py =i

o g S o oz e e — o — o g e o o o e D mes N O Y NPV N T )N PNV, D L —

} 2 2 Lamma (axan‘::wa)

; Ume aformu.i.@. ciﬁ quadra&ure A herl Fom&s &q cfo = O e&
5]( = ] est exacte sSur H:DZk 1 AW PLU‘.S‘ i

ey o 2 s 2 ST I ST A WO X a0 g 2 o Rep B Lot 12 e s g Bé. Lo b ST O R pases TR VIR DT S A Se e o e daa 2 S



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Comsidérons un élément de référence K = [0,1].
;= (0p01) =D 0&0 &) o
=

St p€ P, alors Lla formule de | ,\
Qu,o\dra&ure devrait ékre exacte sur P, =ttt

o S o e e o e e o o ey D e N BT B Y G e o oo e e B O X PNV . DLW a—

:_, 2 2 L&mma (axarmr:e)

; Ume aformu.i.@. cie quadra&ure A herl me&s &q ch = O @.& 'é
" fk =4l QS& QXQ&EQ sSuy [FDZk—l AL PLU’.S.. .‘
Remarque : Own Aotk imposer o — 00 et £ =1 pour
comnstruire des éléments H' conforme.



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Comsidérons un élément de référence K = [0,1].
;= (0p01) =D 0&0 &) o
=1

St p€ P, alors Lla formule de | \
quadrature devrait étre exacte sur Py =i
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11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Comsidérons un élément de référence K = [0,1].
;= (0p01) =D 0&0 &) o
=

St p€ P, alors Lla formule de | ,\
Qu,o\dra&ure devrait ékre exacte sur P, =ttt

N O3 % e o e o e e e o o ey D e N BT B Y G e o oo e e B O X TNV . DO,  —

2 2 L&mma (axarmr:e)

Ume aformu.i.@. cie quadra&ure ?Jl he+1 me&s &q ch = O @.&
fk — 1 QS& QXQ&EQ SUr H:Dzk 1 Al PLU’.S

IL existe une unique »fc;)rmui,e de quadrature optimale, il
s'agit de la gquadrature de Gauss-Lobatto.



https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_quadrature#Gauss%E2%80%93Lobatto_rules
https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_quadrature#Gauss%E2%80%93Lobatto_rules

11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Illustrations points de Grauss-Lobatbbto :

Elements P, Elements P;

10



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Illuskrakions Fvoim&s de Grauss-Lobatlto :

Elements P, Elements P;

%

A partir de k> 3, les points ne a:orres[pomdev\& plus aux
points équirépartis classiques des éléments de Lagrange.

10



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Considérons un élément de référence K = [0,1].

A

Nq
;= (9p01) > 0f&eiE) o
=l
ot la formule de guadrature est celle de GL.

On a vu que ce choix de formule (et de fonctions de base
. . % . - :
associées) conduil d une matrice M diagonale,

La quas&iam naburelle est alors de savoir st cetbe
&ppraxima&iam détériore leskimation d’erreur du schémwa ?

\/ £ TR TR (o(mzz) + O(kp)> ke

11



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

Comsidérons un élément de référence K = [0,1].
;= (0p01) =D 0&0 &) o

=l
ot la formule de guadrature est celle de GL.

On a vu que ce choix de formule (et de fonctions de base
assome&.s) tov\dm& A uhe mo&m@e_ M dpagumaiﬁ

2 3 Tkeorama (admcs)

? St La formute de quadrature est exacte sur Py _; sur |
L’ élément de référence, alors on a : |

\/s:"+1/2 A EG+ <0(A&2)+0(hp)>E” |

VST OEES QWY 32 30 a o s B S Do Lo Lo S I Sas o , DEa B g

12



En 2D, on généralise facilement au cas des gquadrangles &
U'aide du produit tensoriel :

11. a) Le cas 1D et les quadrangles

162



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

En 2D, on généralise facilement au cas des gquadrangles &
U'aide du produit tensoriel :

Remoarque 1 : Dans le cas de quadrangle, les fonctions de
référence appartiennent & Q. En revanche, méme pour
des éléments Q, les fonctions sur L'élément deformé ne
sont (généralement) pas dans Q.

162



11. a) Le cas 1D et les quadrangles

En 2D, on généralise facilement au cas des gquadrangles &
U'aide du produit tensoriel :

Remoarque 1 : Dans le cas de quadrangle, les fonctions de
référence appartiennent & Q. En revanche, méme pour
des éléments Q, les fonctions sur L'élément deformé ne
sont (généralement) pas dans Q.

Remarque 2 : En dimension d >2, l'estimation d'erreur
précédem&e se détériore en O Y (cf article).

162


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00403791/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00403791/document

11. b) Les maillages trianqulaires

Pour certaines qéométries, il est Ekrés difficile de
construire un maillage gquadrangulaire (d'ordre élevé).

La ques&on se pose alors : Fveu&mom conskruire un élément
condensé sur un briangle de référence ?

VN

Nq
;= (0p01) =D 0&Dn&) o
=it

Elements P,

14



11. b) Les maillages trianqulaires

Pour certaines qéométries, il est Ekrés difficile de
construire un maillage gquadrangulaire (d'ordre élevé).

La ques&on se pose alors : Fveu&mom conskruire un élément
condensé sur un briangle de référence ?

VN

Nq
;= (0p01) =D 0&Dn&) o
=it

Elements P,

Remarque : Dans ce cas, on he peut bien sur plus

construire l’élement A& L'aide du produil tensoriel. .



11. b) Les maillages trianqulaires

Exemptes :

A

3
M; = (40,-, cvl-)K = Z P(EP@is) @
=

ot W= 7 (formule trapéze).

Elements P, (détails au (vrai) tableaw)

3 3

;= (0p01) = NECZOIEMTCHD
1

Elements P,

16



11. b) Les maillages trianqulaires

Exempiﬁs :

3
;= (0p01) ~ X 0feeie) o

ot W= 7 (formule trapéze).

Elements P, (dékails au (vrai) tableau)

3 3
;= (0p01) = NECZOIEMTCHD

Oéﬁ, :O QE =

5

Elements P, i g :
Conduilt & une matrice non définie !

16



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un éléement P, condensé
L'objectif est de construire un espace P, baq. :

@ les noeuds de qguadrature forment un ensemble
unisolvant sur P, (pour garantir la condensation),

16



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un éléement P, condensé
L'objectif est de construire un espace P, baq. :

@ les noeuds de qguadrature forment un ensemble
unisolvant sur P, (pour garantir la condensation),

@ les poids de quadrature soient strickement positifs
(pour garantir M définie positive),

16



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un éléement P, condensé
L'objectif est de construire un espace P, baq. :

@ les noeuds de qguadrature forment un ensemble
unisolvant sur P, (pour garantir la condensation),

@ les poids de quadrature soient strickement positifs
(pour garantir M définie positive),

@ L'élément construil soik H' conforme,

16



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un éléement P, condensé
L'objectif est de construire un espace P, baq. :

@ les noeuds de qguadrature forment un ensemble
unisolvant sur P, (pour garantir la condensation),

@ les poids de quadrature soient strickement positifs
(pour garantir M définie positive),

@ L'élément construil soik H' conforme,

@ et la formule de quadrature soit suffisamment préaise
pour conduire & uhe méthode du méme ordre que
L'élément P, classique.

16



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un élément P, condensé
Uidée est d’enrichir l'espace P, comme suit :
P 3P o ”:Dz D b

ot la fonction « bulle » b est

définie par b(x,'j) = xj(lwxmj)‘

17



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un éléement P, condensé

Lidée est d'enrichir l'espace P, comme suit :
53 ..~ %

—~—

ot la fownction « bulle » b est M,

définie par b(x,'j) = Xj(l“)(""j)

O a alors ¢ 51

@ Llensemble des noeuds S, M. et & est unisolvank

(dékails au (vrai) tableau)

17



11. b) Les maillages trianqulaires

Construction d'un éléement P, condensé

Lidée est d'enrichir l'espace P, comme suit :

P 2T ”:D2 D b
ou la %0"\@%50%'\ « bulle » b esk M,

définie par b(x,'j) = x:j(lﬂxﬂj)‘

On a alors 5

@ Llensemble des noeuds 5, M. ek & est unisolvank,

D les Fo&ds de quadraﬁure associé sonk skrictement Fas&&fs
)¢ = 1/4'0, Wy = /30 ek O = 9/4,53}

1%



11. b) Les maillages trianqulaires

Conskruction d'un élément P, condensé
0

Lidée est d'enrichir l'espace P, comme suit :

[FD2 = ”:D2 D b I N\
ou la % oncktion « bulle » b esk M,

définie par b(x,'j) = xv(lﬂxﬂj)‘

On a alors

@ Llensemble des noeuds §;, M. ek & est unisolvank,

D les Foids de quadraEure associé sonk skrictement pas&&fs
)¢ = 1/4-0, Wy = /30 ek O = 9/4,53}

@ L'élément consbruil est bien H' conforme car la fonction
bulle est nulle sur le bord du briangle de référence. 1%



11, b) Les mmtlagﬁs %ru&%gulmres ,

2 4— Thaor@_ma (&clmus)

“ S —

S:, on a I]j’k c B i e& une ﬂfc;a-rmui.e cie quadra?:ure
| exacte sur P, alors on obtient umne erreur en h* {
. comme pour les éléments skandard % i

ST _VIEOSEI RIS ISR A 0D A s g e VR LS S e s 2 e TR B R~ | SRS O Z
2 p i T < L= 2 N o oT . 53N

Dans notre cas, on a bien une formule exacte sur P,

hese \ ,'y v R . . . _
A
(k' = 3), donc L'éléement construil sabisfaibt bien tous les

crikteres !

19



11, b) Les mmit&gﬁs %rms»\gutawes

2 4- Thaor@.ma (&c&mus)

“ S —

Sn on a |]3’k c PR.crP, e& une ﬂfmrmute cie qu&dra&ure
| exacte sur P, alors on obtient une erreur em h* |
| comme pour les élements standard P, ;

ST _VIEOSEI RIS ISR TS D W P S T W X T VI DX S 2 s o e dgn . S o R\ s O
- . L - - S ——

Dans notre cas, on a bien une formule exacte sur P,
(k' = 3), donc L'éléement construil sabisfaibt bien tous les

crikteres !

Remarque : IL est possible de construire de méme un
elément condensé P, (cf article). Cependant, ce west pas
possible de maniére systématique & tout ordre (cf article).

19



https://who.rocq.inria.fr/Jean.Roberts/2001CohenJolyRobertsTordjmanSINUM.pdf
http://www.jpier.org/PIER/pier141/39.13051308.pdf
https://who.rocq.inria.fr/Jean.Roberts/2001CohenJolyRobertsTordjmanSINUM.pdf
http://www.jpier.org/PIER/pier141/39.13051308.pdf

11, b) Les mmtlagﬁs %rmv\gutmms

2 4— Thaor@.ma (&c&mus)

52 - - - BLS ~s' - g e DL S - 2 - . _
o e s My o e 7 N MO e % Vv 2 : -4

[z S:., on a I]j’k cPcP, e& uhe ﬂfc;a-rmute cie quadra&ure
| exacte sur P, ,, alors on obtient une erreur en h* |

. comme pour les éléments standard P,. i

Dans notre cas, on a bien une formule exacte sur P,
(k' = 3), donc L'éléement construil sabisfaibt bien tous les

crikteres !

Remarque 2 : L'élément P, présenté précédemment est
connu (et utilisé) également en mécanigue des fluides.

20


https://books.google.fr/books?hl=fr&lr=&id=8C7vCAAAQBAJ&oi=fnd&pg=PA1&dq=Finite+Element+Methods+for+Navier-Stokes+Equations,+Theory+and+Algorithms&ots=TsoRZXkfjC&sig=k7vHmR5TKxozueVeg3Tx98eZs9U#v=onepage&q=Finite%20Element%20Methods%20for%20Navier-Stokes%20Equations,%20Theory%20and%20Algorithms&f=false
https://books.google.fr/books?hl=fr&lr=&id=8C7vCAAAQBAJ&oi=fnd&pg=PA1&dq=Finite+Element+Methods+for+Navier-Stokes+Equations,+Theory+and+Algorithms&ots=TsoRZXkfjC&sig=k7vHmR5TKxozueVeg3Tx98eZs9U#v=onepage&q=Finite%20Element%20Methods%20for%20Navier-Stokes%20Equations,%20Theory%20and%20Algorithms&f=false

AM " rc)gr&m MQ. .

Plawn

I. Inkroduction

11. Condensakion de masse

a) Le cas 1D et les quadrangles

b) Le cas des maillages trianqulaires

111, Schémas d’ordre élevé en Eemps
a) Uéquation modifice

by ‘Proprié&és des schémas

21



111, o) L'équation modifice

Considérons un svs&éme AEDG: "®+A =0

avec A une walrice sym. def. pos, et le schéma de
discrétisation (en temps) :

— Ry 4

Ab?

Remarque : On peuﬁ se ramener o ce cas en yr&mam& por
exemple A = M7 KM~ et =M 0 (M étant s.d.p).

R2



111, o) L'équation modifice

Considérons un sstéme AEDG: "®O+A )=

avec A une watrice sym. def. pos, et le schéma de
discrétisation (en temps) :

o e a2 N D R S e S O D TN T RN > AR 2y Ty . PP Y e e R - PR Y N g —

1 3.1 Proposition

L/ appraxima&am .

(Y — 29"+ y(E ) - AR

~ w{E"Y+2 LAy e .
NS ) Z‘( ) (27 +2)! ,

es& o’(’ordre A&zk o

‘Preu,ve. . aw (_vrm) &abteau : W s




111 a) L.’

3.2 ‘DQ&ML%L(}M
On déduit le schéma d’ordre 2k :

( Yo+ AFA .y = 0

~ [+1
ot A, = A-2 -1 A1
k 2( ) (zz+z)'

Ramavqu&s ’

@ Le schéma obtenu est toujours explicite.

@ Pour évaluer A, , on applique Lla regle d'Horner.

On déduilt le schéma directement pour . = A~ 172

e {

( Y + APMT'K), v = 0

equation modifice

24


https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_de_Ruffini-Horner
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_de_Ruffini-Horner

111 b) Propriékés des schémas

3.2 ﬁaﬁm%mm
On déduit le schéma d’ordre 2k :

( Y+ AFA gy = 0

(2z+ z)v

NeD 3 APV > N 3 B N ¥ 8 7 TNV . DX Ner 2T 2B BT PNV . D D

od A, = A- zz(--»:.)l“ Al

,\ ‘3 ‘3 Lamma

' ' ma&mee Ak gt svme&mque semwd@fmm posz&wa &
'. ses valeurs propres sont données par :

PR R zz<-1>’“(

2 ST BN IO IR T T Sl e s 1 N el g LR e el A i Ach B Lo _pocas BRS8N =3 e D Al M e R T i e B iR nt O s e TR

, A€ o(A) ‘

?rguve :au (vrai) tableaw ! Y




111, b) Propriétés des schémas
3.2 Definition '
On déduit le schéma d’ordre 2k :
( Yok AFA Gy = 0
21

~ [+1
o A, = A-2 -1 AL
; Z( ) (zz+z)v

34 Thaar@;me (S%abd&é) o T

Le schéma as% stable si AEzllAkll < 4a;, ou

o =sup {a>0,tq.Vx €[0,a], 0 <xQ(x) < 4}

e G oaRe ELor s 1 R S i g LE 2O a2 2 s A . Lo b IR RO THOT B L e [ VR B ST O Ry g VL SRS B S S ae f s S

Preuve : au {(vrai) tableaw ! -

RE



111, b) Propriétés des schémas
3.2 Definition
On déduit le schéma d’ordre 2k :
( Yok AFA Gy = 0
21

~ [+1
oW A i N 22: -1 Al
; ol (zz+z)v

34 Thaar@;me (S%abd&é) o

Le schéma as% stable si AEzllAkll < 4a;, ou

“k—sur[ﬁ? {a >0, Eq Vx € [0,a], 0 < xQ,(X) < 4}

i amg TEAT S P A (L i t<ba Beeme LI ST TS BTIREES TS N B L b SE= b e i o s e VR BT = L3 s o e TR R

Exemytes coy, =3, a;~1.%93 aq,~8.37.

O notera que la CFL s‘améliore avee k!

RE



111, b) Propriétés des schémas

Illuskration schéma d’ordre élevé ek CFEL
Al = 00,0012

Ordre 2 (&ps) Ordre 4 (&ps) Ordre & (Eps)

R7



111, b) Propriétés des schémas

Illuskration schéma d’ordre élevé ek CFEL
Al = 00,0012
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Plan dékaillé du cours 2

I. Inkroduction

11. Condensakion de masse

a) Le cas 1D et les quadrangles

b) Le cas des maillages trianqulaires

111, Schémas d’ordre élevé en tenps
a) Uéquation modifice

by ?ropr&é&és des schémas
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Pour aller un peu plus loin...

Les &e&kv\uques de condensakion de masse s &[ppt;que F?cm,r
toube equ&&om d’evolution od on peut kablir un schiénma
@xpum%m stable.

Pour certaines géométries 3D, des éléments
. o oy 7
quadranqulaires he peuvent pas &tre utilisé partout. Own
peut alors se tourher vers des maillages mixtes (tétracdres
/ cubes). Il faut alors consbruire un élément condensé sur

des pyramides (pour avoir des maillages conformes).

La technique de L'équation modifié se préte
particuli¢rement bien aux systeéme A'EDO Linéaire. On peub
l'étendre ad des systemes non Linéaires, mais cela devient
vite tomptiqué :
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