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I. Inkroduckion

Ce cours est une inktroduction a differentes méthodes

. . iy v % e 7
pour Lo simulakion numerique de phamomames lices aux
ondes,

IL sappuie (hotamment) sur les références suivantes :

@ Le cours de E. RBecache

« Schéwas v\umériques pour L’/ équa&ion des ondes »

D Le cours de S. Tordeux
« Analyse ma&héma&iques des pkémomév\es de
prop&g&&iam d’'ondes »

@ Le cours de P 30&;;

« Introduction a L'analyse mathématiques des
v . ul PR . .
équations de Maxwell en régime transitoire »


https://perso.ensta-paris.fr/~becache/COURS-ONDES/Poly-num-0209.pdf
https://team.inria.fr/magique3d/files/2019/06/ondes_M2.pdf
https://cel.archives-ouvertes.fr/cel-01529234/document

I. Inkroduckion

1.1 Definikion

Une éguation d'ondes est une éguation de la forme

doulAu=4%

od IRXR">R", et A est un opérateur différentiel
d’ordre 2 (positif) sur les variables d'espace.

Exemple 1
L'équation de d’Alembert 0> —0%, = § décrit la
d'une onde le long d’'une corde.

propagation

En  dimension su,toéri@.ure, elle
décrit par exemple la

A X3 : | d<ife ZZ;?
propagation du son dans Lair =



https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean_Le_Rond_d'Alembert
https://fr.wikipedia.org/wiki/Son_(physique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_des_ondes

I. Inkroduckion

1.1 Definikion

Une éguation d'ondes est une éguation de la forme

doulAu=4%

od IRXR">R", et A est un opérateur différentiel
d’ordre 2 (positif) sur les variables d'espace.

E';xem[ai.é 2

L'équation des ondes élastigues d, —dive () = § décrit La

Propaga&om dans les solides.

O la retrouve %3p£quamen%
en géephvsiqu@..



http://www.fast.u-psud.fr/~martin/acoustique/support/OndesElastiques.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_des_ondes

I. Inkroduckion

1.1 Déefinikion

Une éguation d'ondes est une éguation de la forme

doulAu=4%

od IRXR">R", et A est un opérateur différentiel
d’ordre 2 (positif) sur les variables d'espace.

Exemgi& 3

Les équations des Maxwell décrivent la propagation des
ondes électromagnétiques. _ T

Elles servent par exem[oi.e.
dans la modélisation des
r&d&r S | ‘ v = fréquence



https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Maxwell
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_des_ondes

I. Inkroduckion

1.1 Definition

Une éguation d'ondes est une éguation de la forme

doulAu=4%

od IRXR">R", et A est un opérateur différentiel
d’ordre 2 (positif) sur les variables d'espace.

Objectifs (Théoriques) :
@ Mownkrer lexistence eb uniciké d’'une solukion

% ?roprié&és qualitatives de la solukion


https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_des_ondes

I. Inkroduckion

1.1 Définition

Une éguation d'ondes est une éguation de la forme

doulAu=4%

ot RXR"'"->R", e A est un opéra&eur différentiel
d’ordre 2 (positif) sur les variables d'espace.

Objectifs (Numérigues) :
@ Méthodes de diserébisabtion de L'EDP

B Résolubtion rap&d@ ek pré&&seq


https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_des_ondes

I. Inkroduckion

Dans Lla suibe de ce cours, on s'inkéressera principalement
au modele suivankt :

po. —Aiv (0'2 ) =ff

ot p et 6 sont deux fownctions skrictement positives
ek sedipr B e
caracterisant les prmpr;e&es du miliew.

Dans ce modele, = peul représenter (notamment) :
@ la pression dans L'air (son).

D Lo hauteur d’'une membrane vibranke
ou d'une vaque
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I11.a) Le théoréme de Hille-Yosida

Notons par H un espace de Hilbert et A uwn opérabeur
Linéaire de D(A) C H dans H.

2.1 Définikion

On dira que L'opérateur A est maximal monotone ssi

@ A+I est surjectif de D(A) dans H

@ VueDdA), (Auu)>o

Exemple
L OPéT‘O&QMT‘ A=—0 de
D(A) = {u, € Hli(o,1), tg. 0,u(0) = d,u(1) = 0} cH=1 o1

esk maximal monotone.
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I11.a) Le théoréme de Hille-Yosida

Considérons alors le erobté"_me d’évolution :

=
Trouver e RT - (k) € p(A) k.. :IE + AL =2 F

muni de la condikion inikiale (o) =2 U, € D(A).

2.2 Définikion
On appellera solubion forte toute fonction  solution de
L'équation dans CH[o, TN CY[o,T],D(AY)) , ie :

% | L’appt&&a&&om E— U(B) est dans C([o, T]H),
VE > 0, U(E) est dans D(A),

S U appti&a&&om E = AUE) est dans o, 7], D(AY).

11



11a) Le théoréme de Hille-Yosida

Cownsidérons alors le prabtéme d’évolution :

A
Trouver e RT - (k) € p(A) E.q.. :GTE + A =F

muni de Lla condition initiale 1{0) =2 U, € B(A)

? Z 3 Tkeorema cle. Hd.i.em‘/casccla (&dmm) s

S’:,L ex:,s&e /1 = IR &q Awll sm& mammat nmownoctone, i.ors
i pour tout £ € (o, TIH) Le prabteme ci~dessus ad.me&

3 une wf\s,qu,e solukion {or&e \
Remarque : Dans le cas o A est un opérateur borma, on
monkre L'existence et L'unicité d'une solution forte o
Laide du Thm, De Cauchy-Lipschitz. 12



I11.a) Le théoréme de Hille-Yosida

Application :

Considérons le erobiéme suivant :
- po2 —div(eV )= dans Q
cd, =0 sur 09

avec comme condition initiale (0,-)= et o, (o) =

En posant | = (v, du), on peut alors réécrire le probleme

ci~dessus ainsi n
—U+ AU = &
Ak
ek appliquer le théoréme de Hille=Yosida.

(dékails au (vrai) ktableauw)

162



11.b) Proprictés de Lla solution

Considérons le probté‘ima suivank :
po- —Aiv (0'2 ) ={2 dans £
00, =0 sur 09

avec comme condition iniktiale (0,-) = ekt 9, (o,-) =

2 4» ‘Fropos&nom (Idamh&a c:l.’ &M@rgm)

La solution du probi&me m-—-dessu,s sa&s{m& i.’ :,cies»\h&e :
‘ d énergie suivante : g

! d 9 |
| - (f(&),— (s:)) o (=21 (&>||,%+3uz Ol

4

=20 a4 £y = " —oas SR g S (i i Ak B Lo b g ae e A e I i as o s g Do Lo oo s .U. S O S TE VA BET S

QU (@t&ﬂ@lb&&ﬂ, on  wnotera que l'énerqgie est
conservée. _ 14




11.b) Proprictés de Lla solution

Considérons le probtéme suivank :
| pPusdiv (oVul i et
00, =0 sur 0Q2

avec comme condition inikiale (o, - ) et d,.{0,-) = V..

2 5 Tkear@.ma (‘Prop&g&&o% a va%@.ssa &m@, admcs)

SL ,4 e& Af‘somfz a sappor& COMFQC& doms( B(A,r), r> O
- alors ’

VE>0, supp (LB CcB(AY)+B(0, bct)

ol ci= su,pp (0/,0)2

e e A g S M D o e Ach B Lo <2 BRSO TS E Wpeel g Do Lo oo RSO el e TR BEE

16



1Lb) Propri

Considérons le Prubi.éme sutvank ¢
po% —Aiv (ay )=nf dans
00, =0 sur 082

avec comme condition iniktiale (0,-) = ekt 9, (o,-) =

Illustration de Lla propagation 4 vitesse finie :

En 2D e 3D

|

ékés de la solution

16



11.b) Proprictés de Lla solution

Considérons le problémwe homoacine dans kouk Lespace
4 3 P

02 —c2A =0  dans R" (2 = o/p)

2.6 Definition

On appelle ondes planes des solubions de L’ équ&&om ci-
dessus de la %orme D el@rtkx)

. - > = -, 2. —

2 7 ?roposn&om (re.io&:,ov\ ci@. dcspﬁrs:,ov\)

Les ondes ptahes vem{uah& La relation de dnspersmvx
o° = |kl

= D IS LI TD : £ae g Lo i or S s g acE I S ST el e ASh B0 L £ 2 e 2ol Bl S S THE L E e Age Do Lo b2 RO s peees e R DET = L Yo s o TR TREET
=—

aHidnaon de L équa&mm homogév\@. peu&
s'ecrire comme La superpas&mm d’'ondes Ftames. B

17
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I1La) Les O-schemogdile il amne

Une appro&he classigue pour diserétiser L/ équa&om d’'ondes

2d Ay = §

est Lla suivante :
@ discrétiser en espoce & l'aide d'une méthode EF, DF ou

autre : .
M + Ko = M#

 po —div(eV ) =% dans Q

60, = sur  0Q

Exemple : Pour le Probtéme

Lo discrékisabtion £EF conduil a

19



1110} Les O-schéenage e Bl L

Une approehe classigue pour diserétiser L/ équa&om d’'ondes

2d Ay = §

estkt la suivankte :

@ discrétiser en espoce & l'aide d'une méthode EF, DF ou
autre : )
M + Ko = M#

@ puis discrétiser en temps le systeme A'EDO,
généralement avec une méthode DF ou RK, par @mn«\ptﬁ

e n
i - + Ku = M4
Ak »

20



I1La) Les O-schemogdile il amne

3.1 Définikion
Le O-schéma est défini comme suik

— W+
i + K(60 +(1-20) +0 )

AE

|l
=
-

Qemarqu&s 2

@ On notera que pour nitlaliser la suite de vecteur ( )n

il fautb . et | (obtenus & partir des données initiales

ek 0),
@ De plus, pour calculer , ol vérifie facilement que
la mabrice FOK est inversible, VO > 0.

Ar?
21



I111b) Propriétées des schémas

3.1 Définition
Le O-schéma est défini comme suik
— W+
M &2 A K(Q +(1-20) +0 ) = M4
A ]

3 3 2 ?rctposnhom (Ici@.mh%a cl’ amevgue dis&ré&e)

— g —’ g e = = oo loZr v o o —- o . o o~ ;,,- Sy . > o oZs v o - o —7 o

e‘ OV\ a l'identite A4 energle su,wm\Ee s

( E:Z+1/2 b 52—1/2 i ﬂfn g s
2Ak = AL ,

; = 4 1 i
G 12+ 1 12+ AP@ - )| %

B PRI S S S i e s o e TS R DT PR & WL pe el TTE VRS

‘Pre : aw {vrat Eabteau! .
Rl (vrai) H::



Ill.b) Propriétés des schémas

3 3 Loroitawa

j’/ OM peu& aLLc;)rs ciecimre que :

& 1 :
| @ SL 02> 5 alors L'énergie est positive et le schéma |
est stable.

@ Sinon, L'énerqgie est positive et le schéma est stable
sous condition CFL (Courant - Friedrich - Lewy) !

Prewgua Korath&iblenuCFL revient a dire que la vike

e propagation « numérique » doit &tre plus grande que
la. vitesse de pray&ga\%mm du probtéma continue, En
pra&iqu@; elle conkraint le pas Ak par rappor& au <« pas
d'espace ». 23



http://www.breves-de-maths.fr/quoi-ma-cfl-quest-ce-quelle-a-ma-cfl/

I111b) Propriétées des schémas

Exem[ﬂ't@.

Considérons L'équation des ondes 1D
du—clr u=0

et le schéma différences finis :

—2ul + =L
£ C
AF* Ax

|
O

>
AX
Dans ce cas, la vitesse de propagation est ¢, et la vitesse
Mumérique VvV, . doilt vérifier Lla condition CFL :

] At
—  =""_H o cAlk<Ax
Ax

24



I111b) Propriétées des schémas

Exem[ﬂi,e

Considérons L’ équ&&ian des ondes 1D %

7 2 5
att _ﬁzaxx =0 \

et le schéma différences finis : 1
— 2l + o — 2w + i <
A&Z sz i h. 8

>
AX
Dans ce cas, la vitesse de propagation est ¢, et la vitesse
Mumérique V, . doilt vérifier la condition CFL :

1 At
we =B g Blgen e Nk AR
AX €

Simon, le schéma ne peut pas converger, °s



I111b) Propriétées des schémas

3.4 Théoréme (admis) | }‘

} St la solution est swfffiso\mmem& régui&éra, alors le |
i schéma discret est converqgent et on a :

, \/ e < JE)F + (0(A&2) + 0(%’)) "

ot h represen&e Lla kaille caraa&ens&que du maillage e&
f L energue E”"“/Z i.’ ammgne associée o L’mraur '

Iciﬁed@- En pasau& == ( ), on c&ec’\m&

preuve |

, Vi) + W( ,Vh> = (v, Vv, eV,

o " = P <&",->—( (FH ) — 20, - )+ <&"—1,->)/A&2
2&



I111b) Propriétées des schémas

Idée de la preuve (suite) :

St Lo Solution Wi suffisamment réguliére, on peut alors
monkrer que = O(AE).

Pour obbtenir une eskimation sur L'erreur dans

—de |
m ( > ,Vp) + ‘f( ,Vh> = (v, Vv, eV,
Ak
on aimeraikl pro«céder comme Frécédemmam% pour
l'énerqgie en prenant vj, = ( - )/ (2AR).

Seulement c’est E,mpossibt@. car - € V,. Uidée est alors
décomposer L'erreur en deux parties :

=uw-Fult’, ) + Pult’, - )-ult’, )

ot P, est un Qpéraﬁeur de praje&&iom de V sur V,. 27



I111b) Propriétées des schémas

lci@.ed@. La preuve (su,s,&e 2.)

En posant - = -2, () + P, " )- ()

on déduilk en prenant v, = ( — )/ At (+prayj. ortho.) :

b L2l ok

L ; AL

n+1/2 A En 172 = ,
(0) (0) = ( SAL &

)

On peut alors obtenir L'inégalité suivante (C.S. + Young) :

E5120) ~ E5720) < ARO(AE) + O(W) (\/ £57%0) + B >>

d'od on obtient : \/E5"(0) < \/E5 () + A (0AE) + O

ce qui conduil aw résulkal annoncé.

Hax
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Pour aller un peu plus loin...

Le théoréme de Hille-Yosida s‘applique éqalement pour
des équa&iahs comme L’équ&&éam de la chaleur ou de
réaction ditfusion.,

Pour certaines équations non Lincaire, il existe également
des extensions (Thm. de Crandall-Ligqett).

Sur Ll'aspect numérique, on peut également étudier Lles
schémas a Llaide de relation de dispersion mwmériqu@.
dans le cas de wmaillages réquliers et de wmilieux
homoqgénes, Cela revient & se demander si le schéma
satisfait bien Lo relation de dispersion continue.

30


https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_la_chaleur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_%C3%A0_r%C3%A9action-diffusion
http://joelshapiro.org/Pubvit/Downloads/rulla_crandlig.pdf
https://perso.ensta-paris.fr/~becache/COURS-ONDES/Poly-num-0209.pdf

